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Derivaatta II -kurssi

Tama materiaali on suunnattu lukion koulukohtaisen syventdvin kurssin Derivaatta II
oppimateriaaliksi. Kurssilla kerrataan ja syvennetddn valtakunnallisten kurssien MAAG,
MAAT ja MAAS sisilt6jé, eli paneudutaan derivaattaan tyckaluna ja syvennytéén yleisim-
pien alkeisfunktioiden, kuten polynomien, eksponenttifunktioiden ja logaritmien derivoin-
tiin. Lisdksi tutustutaan mm. Taylorin polynomeihin, useamman muuttujan funktioihin
ja differentiaaliyhtil6ihin.

1 Analyysin tyokalu

Matemaattisia malleja kiytetdan nykyisin lahes kaikilla tieteenaloilla. Malleilla yritetdan
kuvata monimutkaisia systeemeja paitsi fysiikassa ja teknillisilld aloilla, nykyisin myos bio-
logiassa, taloustieteessi, lddketieteessd sekd monilla humanistisilla aloilla. Mallien avulla
voidaan systeemistd tai ilmidstd saada tietoa ja tehdd siitd ennusteita tai pyrkid paran-
tamaan sen tomintaa. Loppupeleissié matemaattinen malli on funktio, jota tutkimalla
voidaan saada paljon tietoa systeemistd tai ilmitsté, jota funktio kuvaa. Hieman yksin-
kertaistaen matemaattinen analyysi on matematiikan osa-alue, jossa tutkitaan funktioita
ja niiden kulkua.
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Kuva 1: Funktioilla voidaan mallintaa esimerkiksi eldinpopulaatioiden kokoja.

Kuva: public domain

Analyysissi kiiytetddn monenlaisia tyokaluja, kuten raja-arvoa, sarjakehitelmia, deri-
vaattaa ja integraalia. Derivaatta kuvaa funktion muutosta, ja on siten erittdin térkei
tyokalu funktion kulun tutkimisessa. Derivaatan avulla saadaan tietoa funktion muutos-
nopeudesta, mutta sitd voidaan hyédyntdd myos esimerkiksi suurimpien ja pienimpien
arvojen etsinnassa.

Useimmat ilmiot ja systeemit ovat varsin monimutkaisia, jolloin niitd kuvaavat funk-
tiotkin ovat yleensd varsin monimutkaisia. Esimerkiksi kuvan (1) funktiot on saatu rat-
kaisemalla peto-saaliseldin mallissa kiytettavit Lotka-Volterran yhtélot. Gebardien luku-
madra riippuu jollain tavalla paviaanien lukuméarasta ja pdin vastoin. Funktiot nayttavat



monimutkaiselta, ja sellaisia ne, kuten tosielamin ilmiditd kuvaavat funktiot yleensé, ovat-
kin. Monimutkaiset funktiot koostuvat yleensi kuitenkin varsin yksinkertaisista osasista,
joten hankalankin funktion kulkua voi usein analysoida tutkimalla yksinkertaisempia osia
erikseen.

Paitsi funktioiden kulun ja muutoksen tutkimisessa, on derivaatalla sijaa myods suo-
raan monissa malleissa. Useita ilmi6itd jotka riippuvat jonkin suureen arvosta, sekd arvon
muutosnopeudesta tutkitaan nimittiin differentiaaliyhtiloiden avulla. Differentiaaliyhté-
16issé tavoitteena on ratkaista funktio yhtélosté, joka sisaltdd funktion lisdksi myos sen
derivaattoja.

2 Derivaatan maaritelma

Derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta. Muutosnopeutta tutkiessa funktion kuvaa-
jan ajattelusta on hydtya, silli kuvaajan jyrkkyys kertoo muutosnopeuden. Graafinen
tarkastelu ei kuitenkaan useimmiten sellaisenaan riité, eikii loppupeleissid ole aina kovin
kdytannollistakaan, silld usein funktioita joudutaan tutkimaan epikdytannollisen suuril-
la valeilld tai arvoilla. Tdméan vuoksi on tarpeen tutustua my6s tarkkaan analyyttiseen
madritelmaan.

2.1 Derivaatta graafisesti

Ensimmaisen asteen polynomin, eli suoran, derivaatan arvo on suoran kulmakerroin, sil-
14 kulmakerroin kuvaa suoran muutosnopeutta. Suoran tapauksessa muutosnopeus on
kaikkialla sama, mutta useimmilla funktioilla néin ei tietenkédédn ole. Mita jyrkemmin ku-
vaaja nousee tai laskee, sitd nopeammin funktion arvojen sanotaan muuttuvan. Funktion
jyrkkyytté voi arvioida silmaméaraisesti hieman, mutta yksittiisessd kohdassa vallitsevaa
jyrkkyyttéd varten tarvitaan tangenttisuora, joka sivuaa tutkittavaa funktiota yhdessa pis-
teessé. Suora vain hipaisee funktion pintaa, ja siitd voidaan tutkia, miten funktion arvot
ovat muuttumassa juuri tdssi yhdessé pisteessd. Tangentin kulmakerroin on tarkalleenot-
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f(x) = 3x+2
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Kuva 2: Suoran muutosnopeutta kuvaa kulmakerroin.

taen derivaatan graafinen méaéritelméa. Kuten funktion arvo, myos derivaatta mééritellaén
pisteittain.
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Kuva 3: Funktiolle f(x) = Inz kohtaan x = 1,5 piirretty tangentti.

Mairitelma 2.1. Derivaatta
Funktion f derivaattaa merkitdén f’ ja derivaatan arvo kohdassa = on f'(z).

Maairitelma 2.2. Derivaatan graafinen méairitelma
Funktion f derivaatan arvo kohdassa x on kohtaan x piirretyn tangentin kulmakerroin.

2.2 Erotusosamiiran raja-arvo

Algebrallinen tapa laskea tiettyyn kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin, eli derivaa-
tan arvo tassd kohdasa, on niin sanottu erotusosaméaran raja-arvo. Erotusosamaira on
suure, joka kuvaa funktion keskimaérdistd muutosta tietylld valilld. Muuttujavalilla [zo,x]
funktion f erotusosamaédra on lauseke

Af(z) _ flx) = f(xo)
Ar ' (1)

T — 2o

Osoittajassa oleva lauseke f(x) — f(zo) kertoo, kuinka paljon funktion arvot ovat muut-
tuneet muuttujan arvojen muuttuessa kohdasta xg kohtaan x. Graafisesti erotusosamaira
on pisteiden (zo,f(x)) ja (z,f(x)) vilille piirretyn sekantin kulmakerroin.

Erotusosamééra antaa vain keskiméardisen kuvauksen siitd, miten funktio kiyttaytyy
valilla, mutta mitd lyhyempi véli tarkasteluun otetaan, sitd tarkemmin erotusosaméara
kuvaa funktion muutosta. Tarkka kuvaus muutosnopeudesta saadaan ottamalla erotus-
osamadrasti raja-arvo, jossa x ldhestyy kohtaa xzy. Talloin pisteiden vilille piirretty suora
el endd leikkaa funktiota. Sekantista tulee tangentti, jonka kulmakerroin kertoo funk-
tion muutosnopeuden, eli derivaatan arvon kohdassa x = xy. Téasti saadaan algebrallinen
méadritelma derivaatalle.
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Kuva 4: Sekantti leikkaa funktion kahdesta kohdasta. Sen kulmakerroin kertoo funktion
keskiméaéridisen muutoksnopeuden leikkauspisteiden vilissi.

kuva: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Afgeleide.svg

Maéiéritelméa 2.3. Derivaatta
Funktion f derivaatta kohdassa xy méaritelldin erotusosaméaérin raja-arvona

) = flzo)

T—T0 T — 2o

(2)

Toisinaan raja-arvojen laskemista helpottaa merkintitapa, jossa erotusta x — xy mer-
kitdan kirjaimella h. Talloin maidritelméa tulee muotoon

f/($0> _ }}L% f(CCo + h}z - f(l’o) (3)

Esimerkki 1. Funktion f(z) = 22 derivaatan arvo kohdassa z = 2 saadaan laskemalla

flo) = f2) . 2?—2 (z —2)(z +2)

/ pu— 1 = —_— 1 pu— 1 pu—
==y Ty, Ty T
Sama voidaan laskea myos kiyttdmalld jalkimmaistd merkinté tapaa:
. f+h) —f(2) . (24h)?*—22  2242.-2h+ h?—2?
! _ — - < @ =
I h
4h + h?
—1im T i+ =4
h—0  h h—0

Huomautus 1. Vaikka lauseke ei olisi méaaritelty kohdassa jossa raja-arvo halutaan las-
kea, voidaan se tehdd, mikili lauseke voidaan sieventdmailld saattaa muotoon, joka on
médritelty. On kuitenkin hyvid huomata, ettd alkuperiinen lauseke ei silti ole méaéritelty,
vaikka sievennetyn lausekkeen arvo voidaankin helposti laskea.
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3 Derivaatan olemassaolo

Derivaatan olemassaolo ei ole téysin itsestiddnselvid, vaikka useimmiten vastaan tulevat
funktiot ovatkin derivoituvia kaikkialla méarittelyjoukossaan. Ensimmaéinen vaatimus de-
rivaatan olemassaololle on, ettd funktio on jatkuva. Jos funktio ei ole tietyssd kohdassa
jatkuva, ei muutosnopeuttakaan téassd kohdassa voi maarittad. Jatkuvuus on valttaméaton,
mutta ei riittava ehto derivoituvuudelle.

Riittdva ehto sen sijaan on erotusosamaéran raja-arvon yksikdsitteinen olemassaolo.
Tarkemmin ottaen sekii vasemmanpuoleisesta, etti oikeanpuoleisesta raja-arvosta tulee
saada sama arvo, joka on kyseisen derivaatan arvo. Erotusosaméirin vasemmanpuoleista
ja oikeanpuoleista osamairda sanotaan myos vasemman ja oikeanpuoleiseksi derivaataksi.

Esimerkki 2. Onko paloittain méaéritelty funktio

f(z) =

22+1, kunx <1
2z, kunz >1

derivoituva kohdassa x = 17
Tutkitaan ensiksi, onko funktio jatkuva kyseisessa kohdassa. Mikili funktio ei ole jatkuva,
ei se ole myoskddn derivoituva. Funktio on mééritelty kohdassa x = 1 lausekkeella f(z) =
2z, minki johdosta funktion arvo on f(1) = 2. Oikealla puolella on sama lauseke, joten
funktio on oikealta puolelta jatkuva.
Vasemmalta puolelta ldhestyttiessa funktiolla on eri lauseke. Lasketaan funktion vasem-
manpuoleinen raja-arvo kohdassa x = 1.

lim f(z)= lim 22 +1=1"+1=2

r—1— z—1—
Vasemman puoleinen raja-arvo on siis sama kuin funktion arvo, joten funktio on myos
vasemmalta jatkuva. Koska funktio on jatkuva sekid vasemmalta etté oikealta, funktio on
jatkuva kohdassa x = 1.
Koska funktio on jatkuva, se voi olla derivoituva, joten lasketaan erotusosaméarin vasem-
manpuoleinen ja oikean puoleinen raja-arvo:

— f(1 241 -2 21 1 —1
lim flx) — f(1) = lim —(x +1) = lim v = lim (4 1) )
z—1— x—1 z—1— rz—1 z—1— ¢ —1 z—1— rz—1
= limz+1=
rz—1—
— f(1 2 — 2 2(x — 1
i TS 22 20D e
z—14 rx—1 z—=1+  — 1 z—=1+ x—1 rz—14+

Koska oikeanpuoleinen derivaatta on sama kuin vasemmanpuoleinen, on funktio f deri-
voituva kohdassa x = 1 ja derivaatan arvo on f'(1) = 2.

Graafinen tulkinta kuvaa tilannetta hyvin. Jos kuvaajalle voi tiettyyn kohtaan piirtda
tangentin, funktio on derivoituva téssd kohdassa. Kéytdnndssa tdma vaatii, ettd kuvaa-
jassa ei ole terdvid kulmia tai epdjatkuvuuksia. Useimmiten ongelmia aiheuttaa vain pieni
joukko kohtia, ja derivaatta voidaankin méarittia kaikkialla muualla, paitsi ongelmakoh-
dassa. Esimerkiksi itseisarvofunktioon tulee x-akselille terdva kulma, johon ei voi piirtaé
tangenttia.

Vaikka kuvan 5 funktiolle ei voi méarittdd derivaattaa kohdissa x = —1 ja x = 1,
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Kuva 5: Funktion f(z) = |22? — 2| kuvaajaan tulee terdvit kulmat kohtiin x = —1 ja
x = 1. Niissa pisteissd derivaattaa ei voi maarittad, mutta kaikkialla muualla voi.

on funktio kuitenkin jatkuva kidyra. 1800-luvulla on kiyty enemminkin keskustelua siité,
ovatko kaikki jatkuvat funktiot aina vahintddnkin yhdessd pisteessd derivoituvia. Vuosi-
sadan puolivilissi 10ytyi useampia funktioita, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mutta eivét
missddn derivoituvia. Tunnetuin naistd funktioista on 16ytdjéinsa mukaan nimetty Weier-
strassin funktio.

S 3
W(z) = Zak cos(b*rr) 0<a<1, bpariton, ab>1+ ;
k=0

Useimmat yleensi vastaan tulevat funktiot ovat kuitenkin aina derivoituvia. Esimer-
kiksi polynomit, rationaalifunktiot, eksponenttifunktiot ja trigonometriset funktiot ovat
sekd jatkuvia ettd derivoituvia koko maarittelyjoukossaan. Sen sijaan tarkkana tulee olla,
kun tutkittavana on paloittain méaériteltyja funktioita tai itseisarvoa sisiltavia funktioita.

4 Derivaattafunktio

Derivaatta voidaan laskea jokaisessa pisteessé, jossa funktio on derivoituva, eli kaikkial-
la, missd kuvaajassa ei ole terdvid kulmia. Funktioa, joka laskee funktion f derivaatan
arvoja sanotaan funktion f derivaattafunktioksi, ja sitd merkataan f’. Derivaattafunktio
on hyvin maéaritelty kaikkialla, missi alkuperdinen funktio on derivoituva. Periaatteessa
derivaattafunktio ottaa argumentikseen muuttujan x ja funktion sdanto on laskea erotus-
osaméidran raja-arvo kyseisessé pisteessi. Kaytinnossé derivaattafunktiolle voidaan yleen-
sé johtaa yksinkertaisempi lauseke, joka palauttaa aina funktion f kuvaajalle kyseiseen
kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimen.
Derivaattafunktio voidaan laskea hytdyntéen erotusosaméérin raja-arvoa. Funktio saa
muodon lausekkeesta
fla+h)— fx)
Y .

f'(x) = lim (4)
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Kuva 6: Weierstrassinfunktio on kaikkialla jatkuva, muttei missdan derivoituva. Kuvaaja
on tavallaan darettoméan kulmikas, silld jokaisessa pisteessi on kulma. Ei kannata edes
yrittda ajatella tata liian tarkasti.

kuva: public domain

Esimerkki 3. Funktion f(z) = 32? derivaattafunktio on

3(x + h)?* — 32? 3(x? + 2hx + h?) — 322

12 BT BT
fiw) = Jim h = h
ha + 3R
—him 3 6 4 3R — 6
h—0 h h—0

Raja-arvojen laskeminen on kohtalaisen suoraviivaista polynomeille ja tavallisille po-
tenssifunktioille, mutta vaatii usein varsin paljon lausekkeiden muokkaamista, ja toisinaan
varsin tyolaitd sievennyksid. Onneksi raja-arvoja ei useinkaan tarvitse laskea, kun osataan
kiyttaa derivoimiskaavoja. Myos kaavat johdetaan yleensi raja-arvojen kautta, mutta nii-
td voidaan luonnollisesti kiyttdd suoraan sen tarkemmin raja-arvoja pohtimatta.

Esimerkki 4. Esimerkiksi eksponenttifunktion f(z) = k* derivoimissdanto voidaan joh-
taa raja-arvona.
k,:}c—i-h — k= k,mk,h — k= k‘h -1 kO—&-h _ ]{?0

! — 1; . — T — LT3 — L.z !
e s MO

Raja-arvo yleisessid kohdassa x muokkautuu siis raja-arvoksi kohdassa 0.

Toisinaan erilaisia kaavoja voidaan johtaa my&s kun tunnetaan muiden funktioiden de-
rivaatoja tai kiyttdmalla esimerkiksi yhdistetyn funktion derivaattaa. Esimerkiksi luon-
nollisen logaritmin derivaatta voidaan méarittda lihtemalld liikkeelle ainoastaan x:n de-
rivaatasta:

1
1=Dz=De" =™ Dlnz < Dinzx = — =
ene x

Y114 olevassa lausekkeessa on kiytetty toista tapaa merkata derivaattaa, eli niin sanot-



tua derivaattaoperaattoria D (tai %) Derivaattaoperaattori on matemaattinen toimenpi-
de, joka tarkoittaa derivaattafunktion muodostamista alkuperiisestd funktiosta. Operaat-
tori ei sindnsd ota kantaa siithen, milld menetelmailla derivaatta lasketaan, eli voit kiyttda
joko derivoimiskaavoja tai erotusosaméiiridn raja-arvoa. Historiallisesti mielenkiintoinen
seikka on, ettd kehittdessidin differentiaalilaskentaa Newton ja Leibniz paityivit molem-
mat hyvin samankaltaiseen tapaan, mutta kiyttivat eri merkintdjé. Parivaljakon fyysikko,
eli Newton kiytti merkintdna isoa D-kirjainta, mika on nykyisemmin jadnyt enemmaéan ma-
temaatikoiden kdyttoon yksiulotteisessa analyysissd. Matemaatikkona tunnetumpi Leib-
niz sensijaan kiytti nykyisin enemmain fyysikoiden kiytossd olevaa merkintia %, jossa
viivan alla ilmaistaan mink& muuttujan suhteen derivointi suoritetaan. Fysiikassa tarvi-
taan usein derivaattoja useampien kuin yhden muuttujan suhteen, jolloin on kitevaa, ettéd
merkinnéstd nikee suoraan minkd muuttujan suhteen derivointi milloinkin tehdaén.

4.1 Derivoimiskaavoja

Kaytanndossa kaikille tavallisesti vastaan tuleville funktioille on olemassa derivoimiskaa-
voja, joilla derivaattafunktion voi helposti muodostaa. Usein tarvitaan liséksi vield tulon,
osamadran ja yhdistetyn funktion derivaattaa. Muutamia useimmin tarvittuja kaavoja:

e Potenssifunktio: Dz™ = nx™ !

Juurifunktiot: D/x = Dz"/™ = %m(l—n)/n

Eksponenttifunktiot: Dk* = k¥ In k

T

Neperin luku kantalukuna: De® = e

Luonnollinen logaritmi: DInxz = %

Yleinen logaritm: log, z =

zlna

Trigonometriset funktiot ja arkusfunktiot:

— Dsinz = coszx

— Dcosx = —sinx
— Dtanz = - =tan’z + 1
— Darcsing = ———
l1—x
— Darccost = ————
1—x
_ 1
D arctanxz = a7

4.2 Yhdistetyn funktion derivaatta

Suurin osa hyodyllisistd funktioista on jollain tapaa yhdistettyja funktioita. Yhdistetty
funktio tarkoittaa funktiota, jonka sisilla on toinen funktio. Esimerkiksi funktio

flz)=vV1+x



on yhdistetty funktio, koska se koostuu neliGjuurifunktiosta, sekd funktiosta 1 + x. Yh-
distettyd funktiota merkitdédn g o f, jossa g on niinsanottu ulkofunktio ja f sisdfunktio.
Yhdistetyn funktion arvot lasketaan sisdkkéin:

go flx) =g(f(x)).
Y14 olleessa esimerkissé +/1 + x neligjuuri on ulkofunktio ja 1 + x sisdfunktio. Tavallisia
alkeisfunktioita ja polynomeja on helppo derivoida kaavalla, mutta monesti vastaan tulee
vhdistettyja funktioita, joille ei kaikille voi olla omaa kaavaansa. Témén vuoksi yleinen
vhdistetyn funktion derivointisddntd on usein erityisen kiytannollinen.

Dy(f(x)) = g'(f(2))['(x) (5)

Esimerkki 5. Derivoidaan funktio (2? + 3)%. Merkitdin g(z) = 2® ja f(z) = 2? + 3.
Derivoitavana néilld merkinnéilla on siis g o f. Kéyttden kaavaa (5) saadaan

Dg(fx)) =3(x*+3)*- D(2* +3) = 3(2* + 3)* - 22

Esimerkki 6. Derivoidaan funktio €3*"~%. Nyt merkitéin ulkofunktioa g(z) = e* ja sisi-
funktiota f(x) = 322 — z. Derivoidaan funktio g o f yhdistetyn funktion kaavalla.

D% =377 D(3x% — 2) = % (62 — 1)

Tata yhdistetyn funktion derivaattaa kutsutaan itseasiassa derivoinnin ketjusdadnndk-
st. Ketjusdantoa voi periaatteessa jatkaa vieldkin pidemmalle. Esimerkiksi kolmen sisik-
kidisen funktion derivaatta voidaan laskea ketjusddnnolla:

Dh(g(f(x))) = h'(g(f(x))) - g'(f(2)) - ['(=).

4.3 Tulon ja osamiaran derivaatta

Usein tulee vastaan tilanteita, jolloin on tarpeen derivoida kahden erillisen funktion tuloa
tai osaméarad. Naille 10ytyy myos omat derivoimissddntonséd. Tulon derivaatta lasketaan

D(f(z)g(x)) = f'(x)g(z) + f(2)g (x). (6)

Esimerkki 7. Derivoidaan tulonderivaatalla funktio 2%¢?*. Kaavan 6 merkinnoissi funk-
tiona f on siis 22 ja funktiona g vastaavasti €2*. Kiyttiien kaavaa saadaan

Da?e* = 2ze* + 2%e* - 2 = 2e** (2% + 2)

Osamadaran, eli jakolaskutoimituksen derivointiin on myds kaavansa.
pl@) _ [(@)g(x) — [(x)g'(x) (7)
g(x) g(x)?

Verrattuna tulon derivaattaan, on osaméiriaé derivoitaessa kiinnitettavi huomiota siihen,
kummin péin funktiot ovat, silla miinusmerkki tulee vain toiselle termille.

Osamaéaaran derivaattoja voi itseasiassa laskea myos kiyttadmaélla tulon derivaattaa ja
muuttamalla nimittdjan eksponentiksi —1. Tamé saattaa toisinaan helpottaa derivaatan
laskemista, ja vastaavasti toisinaan ei.

Dg — D(fg). (8)

10



5 Funktion kulku ja aariarvot

Eréds derivaatan merkittavimpid sovelluksia on funktion kulun tutkiminen. Derivaatan
merkki kertoo funktion muutosnopeuden suunnan, eli onko funktion arvo kasvamassa vai
viheneméssd milldkin hetkelld. Jatkuva ja derivoituva funktio voi vaihtaa kulkusuuntaan-
sa ainoastaan derivaatan nollakohdissa.

5.1 Funktion kulku

Graafisesti tarkasteltuna funktion sanotaan olevan kasvava, jos sen kuvaaja kulkee va-
semmalta oikealle kuljettaessa ylospéin, eli funktion arvot kasvavat muuttujan arvojen
kasvaessa. Vastaavasti funktio on vdhenewvd, jos funktion arvot pieneneviat muuttujan ar-
vojen kasvaessa, eli kuvaaja kulkee alaspdin. Jos funktio on tietylla lukuvililld ainoastaan
kasvava tai ainoastaan vihenevi, sen sanotaan olevan monotoninen.

Tutkimalla derivaatan merkkid voidaan selvittdd algebrallisesti, milloin funktio on
kasvava ja milloin viheneva.

Maaritelma 5.1. Kasvava funktio
Funktio f on lukuvalilld kasvava, jos f'(x) > 0 koko valilla.

Mairitelma 5.2. Vihenevi funktio
Funktio f on lukuvélilla véheneva, jos f'(z) < 0 koko valill&.

Jos edelld olevia médritelmia tarkastellaan erikoistapauksessa, kuten esimerkiksi va-
kiofunktion tapauksessa, tullaan siihen lopputulokseen, ettd esimerkiksi vakiofunktio on
samaan aikaan seké kasvava ettd viheneva. Néin ollen toisinaan tarvitaan hieman yksika-
sitteisempid termeja, eli kisitteitd aidosti kasvava ja aidosti vahenevd.

Maaritelma 5.3. Aidosti kasvava funktio
Funktio f on lukuvililld aidosti kasvava, jos f'(z) > 0 kaikkialla lukuvililld ja f'(z) =0
korkeintaan yksittéisissé erillisissa pisteissa.

Maéaéritelma 5.4. Aidosti vihenevi funktio
Funktio f on lukuvililla aidosti vihenevi, jos f'(z) < 0 kaikkialla lukuvélilla ja f'(x) =0
korkeintaan yksittéisissa erillisissa pisteissa.

Téssa kohtaa herdd helposti kysymys, miksi derivaatan ei vaadita olemaan aidosti suu-
rempaa tai pienempéad kuin nolla, vaan sille sallitaan yksittaisid nollakohtia. Syy tédhén
on funktiolla mahdollisesti olevat terassikohdat, joissa funktion derivaatta saa hetkelli-
sesti arvon nolla, mutta kyseisen nolla kohdan molemmilla puolilla muutos on samaan
suuntaan.

Esimerkki 8. Milloin funktio f(z) = 22? — 3z on aidosti kasvava?

Etsitdan derivaatan nollakohdat, ja tutkitaan merkkikaavion avulla, milloin derivaatta saa
positiivisia arvoja.

fi(x) =4z -3, f(r)=0,kun 42 -3 =00 =2

1
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Néin ollen funktio on aidosti kasvava, kun x
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Kuva 7: Kuvan funktio on aidosti kasvava vileilld | — oo, —2] ja [0,00[ seké aidosti viihenevi,

valilla [—2,0].

0.6

0.6

0.2 0.4 0.5 0.8

Kuva 8: Kuvan funktion derivaatalla on nollakohta kohdassa x = 0, mutta se ei vaihda
suuntaansa, joten funktio on aidosti kasvava.

5.2 Ad#riarvot

Kohtia joissa funktion kuvaajassa on huippu tai kuopan pohja kutsutaan funktion &a-
riarvoiksi. Adriarvot voivat olla siis joko maksimeja tai minimeji. Toisinaan kiinnostavaa
on tarkastella paikallisia, eli lokaaleja ddriarvoja, mutta usein on tarpeen etsid funktion
suurimpia tai pienimpia arvoja, eli globaaleja diriarvoja.
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|

Kuva 9: Funktion diriarvot ovat kuvaajan huippuja tai pohjia. N&ihin kohtiin piirretyt
tangentit ovat vaakasuoria, eli niiden kulmakerroin on 0. Molemmat kuvan ddriarvot ovat
vain lokaaleja, silld funktio saa muualla sekd suurempia, ettd pienempid arvoja.

Jatkuvan funktion ddriarvot 16ydetdén aina derivaatan nollakohdista, joten ratkaise-
malla yhtils f'(x) = 0 saadaan ratkaisuna diriarvokohdat. Adriarvon laatu tulee tarkas-
taa erikseen maarittamaélla derivaattafunktion merkkikaavio. Jos funktio muuttuu vihene-
vastd kasvavaksi ddriarvokohdassa, on kyseessid minimi ja jos funktio muuttuu kasvavasta
viheneviksi on kyseessd maksimi. On my&s mahdollista, ettd derivaatan nollakohdassa
ei ole adriarvoa. T&lloin on kyse niin sanotusta terassikohdasta (oululaisittain "patio-
paikka'), jolloin funktion derivaatta saa hetkellisesti arvon nolla, mutta funktio jatkaa
kulkuaan samaan suuntaan kuin ennen derivaatan nollakohtaa.

1 o

0.5 4

Kuva 10: Funktiolla f(z) = 23 on terassikohta kohdassa z = 0.

Funktion globaaleja maksimeja ja minimeja kutsutaan my6s funktion suurimmiksi ja
pienimmiksi arvoiksi. Talloin funktiolla on olemassa jokin suurin tai pienin arvo, suurem-
pia tai pienempid arvoja se ei saa missddn muualla. Osalla funktioista ei ole olemassa
suurinta tai pienintd arvoa, mutta tarkasteltaessa suljettua vilii, sellaiset voidaan aina
16ytaa.

Polynomifunktioille on olemassa yksinkertaiset sddnnot, joilla voidaan tutkia onko
funktiolla olemassa suurin tai pienin arvo vai ei.

e Jos polynomin asteluku on pariton, silld ei ole suurinta tai pieninta arvoa.

e Jos polynomin asteluku on parillinen, silld on suurin tai pienin arvo.
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— Jos parillista astelukua olevan polynomin korkeimman asteen merkki on posi-
tiivinen, polynomilla on pienin arvo, mutta ei suurinta arvoa.

— Jos parillista astelukua olevan polynomin korkeimman asteen merkki on nega-
tiivinen, polynomilla on suurin arvo, mutta ei pienintd arvoa.

-4 3 2 1 0 1 2 3

Kuva 11: Funktiolla e® ei ole suurinta eika pieninta arvoa, silld kun z kasvaa positiivisella
akselilla, e* lahestyy ddretontd. Negatiivisella akselilla funktion arvot ldhestyvét nollaa
sitd kuitenkaan koskaan saavuttamatta.

Trigonometrisistd funktioista kosini ja sini saavat suurimmaksi arvokseen 1 ja pienim-
maksi arvokseen -1. Eksponenttifunktiolla e” ei ole suurinta eiké pieninté arvoa siitd huo-
limatta, ettd se ei koskaan saa negatiivisia arvoja. Funktion e” sanotaan olevan alhaalta
rajoitettu, silld se ei saa koskaan tiettya arvoa pienempid arvoja. Yksittdista pienintd arvoa
sille ei kuitenkaan voi maarittaa, silld aina voidaan kulkea z-akselia hieman pidemmalle
vasempaan ja sieltd 16ytyy aina pienempié ja pienempié arvoja.

Usein varsinkin soveltavissa tehtédvissd tutkitaan jotain suljettua vilid, jolloin kaikilta
funktioilta voidaan 16ytaé suurin ja pienin arvo, kunhan ne on mééritelty kyseiselld valilla.
Funktion f suurimpien ja pienimpien arvojen lytdmiseen suljetulta valiltd [a,b] voidaan
kiyttdd seuraavaa algoritmia:

1. Derivoi funktio

2. Maarita derivaattafunktion f’ nollakohdat, sekéd mahdolliset kohdat, joissa derivaat-
taa ei ole méadritelty, ja valitse niistd ne, jotka ovat valilla [a,b].

3. Laske funktion arvo valituissa derivaatan nollakohdissa seké vilin paitepisteissa ja
valitse saamistasi arvoista suurin ja pienin.

5.3 Soveltavia aariarvotehtavia

Funktioiden tutkimuksessa #iriarvot ovat usein mielenkiinnon kohteena. Adriarvoja voi-
daan soveltaa optimointiin, eli etsitddn optimaalisin mahdollinen tapa kiyttad esimerkiksi
rahaa tai materiaaleja. Soveltaviin tehtédviin on usein hankala antaa tdysin suoraviivaisia
ohjeita, mutta dariarvotehtivien ratkaiseminen etenee yleensa varsin selkeéin kaavan mu-
kaan.

Tyypillisesti dariarvotehtivissa pyydetdan etsimain pienin tai suurin mahdollinen ar-
vo suljetulla valilla. Lisdksi usein mukaan tulee jokin rajoittava tekijé, niin sanottu reu-
naehto, joka mé#iris missi rajoissa suurin tai pienin arvo tulee etsiii. Airiarvoja sovelle-
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taan esimerkiksi jonkin kappaleen tai alueen alueen pinta-alan tai tilavuuden maksimoi-
miseksi, mutta periaatteessa sovellustehtivissa on vain mielikuvitus rajana. Maksimointi
ja minimointitehtaviin voi yrittad soveltaa seuraavanlaista sapluunaa:

1. Mieti tarkkaan miki on se suure, jonka airiarvoa etsitdan.

2. Muodosta funktio, joka kuvaa kyseistd suuretta. Tassd vaiheessa mukana on usein
enemmén kuin yksi tuntematon.

3. Sovella reunaehtoa, ja sijoita sen avulla funktioon tuntematon muuttuja. Reunaeh-
toja tiytyy 16ytda niin monta, ettd funktiosta saadaan yhden muuttujan funktio.

4. Derivoi funktio ja etsi derivaattafunktion nollakohdat.
5. Laske funktion arvo derivaatan nollakohdissa ja vélin paédtepisteissa. Valitse suurin
ja pienin arvo.
Sovelletaan edellistd rakennetta esimerkkiin.

Esimerkki 9. Joen rantaan rakennettavan suorakulmion muotoisen aitauksen kolmeen
sivuun on kiytettdvissid 36 metrid aitaa. Kuinka aitauksen mitat tulee valita, jotta sen
pinta-ala olisi mahdollisimman suuri?

Ratkaisu: Edellisen listan kohtien mukaan:

1. Tehtavana on maksimoida suorakulmion pinta-ala.

2. Suorakulmion pinta-ala lasketaan kanta kertaa korkeus. Merkitddn kantaa x:ll4 ja
korkeutta y:ll4, jolloin pinta-alafunktio on A = xy.

joki

X

3. Reunaehtona on, ettd aitaa on kiytettdvissd 36 metrid. Tuo 36 metrid koostuu yh-
destd kannasta ja kahdesta korkeudesta, joten téstd saadaan yhtilo: x + 2y = 36.
Yhtélostd voi ratkaista kumman tahansa muuttujan. Ratkaistaan x = 36 — 2y ja
sijoitetaan se pinta-alan lausekkeeseen. Nyt pinta-ala on enéé y:n funktio:

A(y) = (36 — 2y)y = —2y* + 36y
4. Pinta-alan derivaatta on
jonka ainoa nollakohta on

36
—4y+36:0<:>y:Z:9.

5. Mahdolliset y: arvojen ddripaédt ovat 0 ja 36 metrid, jotka ovat samalla vilin paa-
tepisteet. Padtepisteilld suorakulmion pinta-ala on nolla, joten suurin pinta-ala on
derivaatan nollakohdassa y = 9. Télloin z = 36 — 2 -9 = 18.

Vastaus: Suorakulmion joen suuntainen pituus on 18 metrié ja lyhyemmit sivut 9 metri.
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6 Matemaattisia malleja

Matemaattisella mallintamisella tarkoitetaan matemaattisen lausekkeen etsimisti kuvaa-
maan jotain ilmioa. Lausekkeen etsimiseen voidaan kiyttdd esimerkiksi havaintopisteité,
joihin voidaan sowvittaa funktio. Toinen vaihtoehto on kiyttda jotain tietoa, kuten kasvu-
tai vihenemsprosenttia ja muodostaa lauseke sen perusteella. Usein kdyttokelpoinen ja yk-
sinkertainen malli on lineaarinen malli, jossa ilmiod kuvaa suoran yhtdlo. Téllaisen ilmion
kuvaamiseen riittdd kaksi havaintopistettd, joiden kautta suora voidaan piirtd. Useam-
man pisteen joukkoon voidaan muodostaa suora kiyttamalld esimerkiksi pienimmén ne-
libGsumman menetelmaé. Suorat ovat derivoinnin kannalta hieman tylsid, joten seuraavak-
si paneudutaan hieman mielenkiintoisempiin malleihin. Yksinkertaiset funktiot harvoin
kuvaavat hyvin monimutkaisia prosesseja, mutta tiettyihin tilanteisiin esimerkiksi ekspo-
nenttifunktio sopii erinomaisesti.

Malleja késiteltaessé tulee muistaa, ettd mallilla on yleensé jonkinlainen tosimaailmas-
ta johtuva pitevyysalue. Useissa sovelluksissa malleilla ei ole tarkoituskaan kuvata kiyt-
tadytymistd kuin tietyllad pienelld alueella. Esimerkiksi bakteerien lisddntymistd kuvaava
yhtalo saattaa antaa ennusteeksi, ettd bakteerien massa saavuttaa hyvin pian Maan mas-
san, mutta todellisuudessa bakteerien lisiantymista rajoittaa tila ja ravinteiden saanti,
eikd viljelmén massa voi todellisuudessa saavuttaa lahellekdén néin suuria arvoja.

6.1 Eksponenttifunktio matemaattisena mallina

Jos ilmién tai asian muutosnopeus riippuu asian senhetkisestd méirista, voidaan ilmio-
td kuvata eksponenttifunktiolla. Tyypillisid esimerkkejd eksponentiaalisesta kasvusta on
esimerkiksi tilille maksettava korko tai elidlajien lisadntyminen. Tavallisimmat esimer-
kit eksponentiaalisesta vihenemisestd ovat radioaktiivinen hajoaminen, lainan maksu ja
ladkeaineen pitoisuus elimistossa.

Eksponentiaalista kasvua kidytetddn puhekielessd usein synonyyminé erittiin nopealle
kasvulle, mutta todellisuudessa eksponentiaalinen kasvu tai viheneminen voi olla myos
varsin hidasta. Kasvu riippuu muutoskertoimesta ja siitd, kauanko kasvu jatkuu. Eks-
ponentiaalinen kasvu nimittain kiihtyy ajan my6td, minkd vuoksi kasvu usein on hyvin
nopeaa tai mallin mukaan sellaiseksi lopulta muuttuu. Vastaavasti eksponentiaalinen véa-
heneminen hidastuu ajan my6td. Tamé aiheuttaa esimerkiksi sen, ettd radioaktiivinen
jite pysyy hieman aktiivisena erittdin pitkdin, vaikka voimakkain aktiivisuus katoaisikin
hyvin nopeasti.

Yksinkertaiset eksponenttifunktiot toimivat mallina kiytdnnossi aina samalla tavalla.
Suureen méarad kuvaava yhtilé on muotoa

A= Agk®, 9)

missd A on suureen uusi maard, Ay alkuperdinen maéra, k& muutoskerroin ja xr muutos-
kertojen lukumaéaara. Usein kasvu riippuu ajasta, jolloin muuttujana kiytetdan z:n tilalla
t:ta.

Esimerkki 10. Tilille talletetaan 5000 euroa ja sille maksetaan 1,5% vuosittaista korkoa.
Kun tilille ei tehda muita siirtoja tai nostoja, silla olevan rahan méardd A kuvaa yhtilo

A = 5000 - 1,015,

missa t on talletuksesta kulunut aika vuosina.
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Kuva 12: Kahta suuremmat kantaluvut johtavat hyvin nopeaan eksponentiaaliseen kas-
vuun (vihred). Lineaarinen kasvu (punainen) j&& lopulta aina eksponentiaalisen ja kuu-
tiollisen (sininen) jalkoihin. Eksponentiaalinen kasvu ohittaa lopulta myos minkéi tahansa
polynomisen (esim. kuutiollinen) kasvun. Mitd kauemmin kasvu jatkuu, sitd suuremmaksi
ero kay.

Muutoskerroin voidaan maarittai, jos tiedetddn montako prosenttia muutos on kulla-
kin muutoskerralla. Muutoskerroin saadaan vastaamalla kysymykseen milld luvulla luku
pitda kertoa, jotta se vihenee p prosenttia tai kasvaa p prosenttia. Jos luku a kasvaa p%
se tarkoittaa, ettd uusi luku on

eli muutoskerroin on 1 + {&. Toisin sanoen, muutoskerroin saadaan siis muuttamalla
prosenttiluku desimaaliluvuksi ja lisiamalld se ykkoseen. Vastaavasti jos luku vahenee p%

saadaan muutoskerroin muuttamalla p desimaaliluvuksi ja vihentamalla se ykkosesté.

Esimerkki 11. Edellisen esimerkin tilille maksettiin korkoa 1,5 %. T#lloin uusi tilin saldo

lasketaan kertomalla vanha saldo luvulla 1 + % = 1,015.

Esimerkki 12. Vaateliike asetti erin vaatteita 30% alennukseen. Talloin uusi hinta las-

ketaan kertomalla vanha hinta luvulla 1 — % =0,7.

Koska eksponentiaalisessa muutoksessa muutosnopeus riippuu méiristi, on muutos-

kerroin mahdollista maarittdad myos jos tunnetaan montako muutoskertaa tarvitaan esi-
merkiksi arvon puolittumiseen tai kaksinkertaistumiseen. Téalloin voidaan hycdyntda yh-
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talod (9) ja laskea k kun tunnetaan uusi arvo, alkuperiinen arvo ja muutoskertojen luku-
MAaAara.

Esimerkki 13. Niin sanotun radiojodin eli jodin isotoopin 131 puoliintumisaika 77/, =
8,07 paivii. Selvitetddn montako prosenttia jodista hajoaa péivissia. Merkitdin jodin maé-

rid suureella A. Jodin mééaré puolittuu puoliintumisajassa, joten muutoskerroin k voidaan
ratkaista yhtilostd A = Agk®

A = Agk?

%AO = Agk™/2

1 1807

2

k= *%/0,5=0,91769348 ~ 0,918

Eli jodin méaarda kuvaavaan eksponenttiyhtdloon saadaan muutoskertoimeksi 0,918 kun
muutosten lukumaéra ilmoitetaan paiviné.

6.2 Polynomifunktio mallina

Kun polynomin astelukua kasvatetaan, voidaan silld approksimoida mitd tahansa funk-
tiota. Niinpd polynomin sovittaminen pistejoukkoon on erds tavallinen tapa etsid mate-
maattista mallia, erityisesti kun mitdin selkedéd perustetta tietynlaisen kiyttdytymisen
arvioimiseen ei ole. Téllaista menetelméé kutsutaan sarjakehitelméksi. Toisinaan polyno-
mifunktio saattaa kuvata ilmiota sellaisenaankin. Tésta esimerkkind toimii mm. tasaisesti
kiihtyvén liikkeen kuvaus.

6.2.1 Tasainen ja tasaisesti kiihtyva liike

Fysiikka on ala, joka perustuu tdné péivini ldhes kokonaan matemaattiseen mallintami-
seen. Erds ensimmiisid malleja jotka tulevat vastaan ovat mallit tasaiselle ja tasaisesti
kiihtyvélle liikkeelle. Suureet matka, nopeus ja kiihtyvyys liittyvét toisiinsa tiukasti deri-
vaatan kautta.

Tasaisessa liikkeessd kappaleen, esimerkiksi auton tai junan, nopeus pysyy vakiona.
Vakionopeus tarkoittaa sitd, ettd kappaleen paikka muuttuu jokaisena saman mittaisena
aikavilind saman verran. Néiin ollen kappaleen paikan muutosnopeus, eli derivaatta, on
vakiofunktio, ja kuten arvata saattaa paikan derivaatta on kappaleen nopeus.

Vastaavasti kappaleen nopeuden muutosta kuvaava suure on kiihtyyvys. Kun nopeus
muuttuu tasaisesti, on sen muutosta kuvaava funktio vakio, eli kappaleen kiithtyvyys on
vakio. Kiihtyvyys saadaan nopeuden derivaatasta. Fysiikassa nopeus maéiritetdan usein
paikan kuvaajasta ja kiihtyvyys nopeuden kuvaajasta graafisesti derivoimalla, mutta mi-
kéli lausekkeet tunnetaan tarkasti, voidaan derivointi suorittaa yhtélailla analyyttisesti.
Koska nopeus on paikan derivaatta ja kiihtyvyys nopeuden, on kiihtyvyys télldin paikan
toinen derivaatta ajan suhteen.

(10)



Tasaisessa nopeudessa kappaleen nopeus on vakio, joten kappaleen paikkaa kuvaava
lauseke on ensimméisen asteen polynomi (huom! muuttujana t).

JJ(t) = x9 + vt.

Termi xg kuvaa ldhtopaikkaa, ja se on matemaattisesti niin sanottu integroimisvakio, silla
nopeuden ollessa paikan derivaatta, on paikka tdlloin nopeuden integraalifunktio, mutta
sithen paneuduttakoon tarkemmin muilla kursseilla.

Tasaisesti kiihtyvissa liikkeessa kappaleen nopeuden derivaatta on vakio, eli vastaa-
vasti nopeutta kuvaava lauseke on ensimmadisen asteen polynomi

v(t) = vy + at.

Integroimalla titd lauseketta edelleen saadaan paikalle lauseke

1
z(t) = xo + vot + §at2.

Osoitetaan derivoimalla tdmén paikkansapitidvyys, integroimisen ollessa tdméin kurssin
tahtdimen ulkopuolella.

1
z(t) = xo + vot + §at2

1
v(t) = 2'(t) :vo+2-§atzvo+at
a(t) = 2"(t) = a.

Tasaisen liikkeen malli ajan suhteen on ensimmaéisen asteen polynomi ja tasaisesti
muuttuvan liikkeen malli toisen asteen polynomi. Molemmat mallit toimivat sillé oletuk-
sella, etta liike on tdydellisen tasaista tai tasaisesti kiihtyvad, mikd on todellisessa maail-
massa varsin hankala toteuttaa. Mallit toimivat kuitenkin hyvin usein riittavalla tarkkuu-
della ja niitd kdytetdan paljon, koska monimutkaisemmat mallit vaativat aina lisdd tietoa
tarkasteltavasta systeemista.

6.2.2 Taylorin polynomi

Kéytannon laskuja varten monet funktiot ovat monimutkaisia. Esimerkiksi trigonomet-
risten funktioiden arvojen laskeminen laskimella ei ole kovin yksinkertaista, silld laskimet
ja tietokoneet perustuvat ykkosten ja nollien kasittelyyn. Tatd varten monia funktioita
approksimoidaan usein sarjakehitelmélld, mikd mahdollistaa arvojen laskemisen pelkkaé
kerto- ja yhteenlaskua kiyttden. Sarjakehitelméssa pyritdin muodostamaan polynomi, jo-
ka on mahdollisimman samanmuotoinen kuin tarkasteltavana oleva funktio. Periaattees-
sa polynomilla voidaan approksimoida funktiota ddrettomén tarkasti, mutta kiytdnnossé
kdytettavissa oleva laskentateho rajoittaa laskun tarkkuutta.

Tyypillinen approksimaatio on niin sanottu Taylorin polynomi. Taylorin polynomi
muodostetaan kaavalla

© n)(g
f) = 3 Dy (1)

Talloin sanotaan Taylorin polynomin olevan kehitetty kohdan z = a ympéaristossi. Ylei-
simmin vastaan tulee erikoistapaus jossa a = 0. Tatd kutsutaan Maclaurinin polynomiksi
ja se on siis muotota

% 4(n)
f(z) = Z / <O):E" (12)



Esimerkki 14. Muutamien funktioiden Maclaurinin polynomien ensimmaisia termejé:
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7 Useamman muuttujan funktiot

Kun funktion arvot riippuvat useammasta kuin yhdestd muuttujasta, on niiden kiyttiy-
tymisen hahmottaminen haastavampaa. Muutosnopeutta ei voi selvittad yksikasitteisesti,
vaan se tulee tarkastella jokaisen muuttujan suhteen erikseen. Otetaan kdyttoon niin sa-
nottu osittaisderivaatta. Osittaisderivaatan avulla tutkitaan, miten useamman muuttujan
funktion arvot muuttuvat tietyn muututujan arvojen muuttuessa.

Teknisesti osittaisderivointi ei eroa mitenkdin tavallisesta derivoinnista, silld derivointi
suoritetaan aina vain yhden muuttujan suhteen muita pidettiessa talloin vakiona. Kaik-
kien muuttujien luonne on kuitenkin syyté pitda aina mielessa. Osittaisderivaattaa merki-
tdan symbolilla 0 ja koska muuttujia on useampia, on tapana kiyttaa Leibnizin merkintaa
ja merkitd esimerkiksi osittaisderivaatta x:n suhteen a%'
Esimerkki 15. Olkoon funktio f(x,y) = 2%y — zy3. T&llsin funktion osittaisderivaatta
x:n suhteen on

0
5 (@) = 2zy =y’
ja vastaavasti y:n suhteen

a 2 2
a—yf(x,y)—x 3xy”.

Yhden muuttujan funktiot voidaan esittdéd kaksiulotteisessa koordinaatistossa, mutta
kahden muuttujan funktioille tarvitaan funktion arvolle kolmas ulottuvuus.

Kuva 13: Kahden muuttujan funktion f(z,y) = 0,12% + 0,1y kuvaaja on symmetrisen
kulhon muotoinen.
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7.1 Gradientti

Tyypillisen derivaatan vastine useampiulotteisessa tapauksessa on gradientti. Vastaavalla
tavalla kuin derivaatta kuvaa kiyran jyrkkyytté, eli tangentin kulmakerrointa, gradientti
kuvaa edelleen pinnan jyrkkyyttd. Ero perinteiseen derivaattaan on se, etté gradientti
sisaltdd tiedon myos suunnasta, johon funktion arvot muuttuvat nopeimmin. Suunnan
tullessa peliin mukaan onkin jo selvid, ettd gradientti on itseasiassa vektori, joka osoittaa
pinnan nopeimman muutoksen suuntaan.

Erds havainnollinen esimerkki on vuori, jonka korkeus pisteessd (z,y) madrdytyy funk-
tiosta h(z,y). Télloin gradienttivektori tietyssé pisteessd osoittaa jyrkimmén rinteen suun-
nan. Vektorin pituus kertoo kuinka jyrkka rinne kyseisessad kohdassa on. Gradienttia mer-
kitaan kiyttamilla nabla-symbolia V. Funktion h gradientti merkittaisiin siis Vh(z,y).

Kolmen muuttujan funktion f(z,y,z) gradientti voidaan laskea osittaisderivaattojen
avulla kaavalla

of~ O0f~ Of

Vi(zyz) = e + o + al% (13)

Jos funktio riippuu vain kahdesta muuttujasta, voidaan viimeinen termi vain jattad pois.

Esimerkki 16. Tarkastellaan vuorta, joka on kutakuinkin funktion h(z,y) = —2* + 23 +
xy + 3y* — y* + 3 muotoinen (kts. kuva 14). Olkoon koordinaatiston yksikko kilometri.
Selvitetaéin gradientin avulla, mikd on vuoren jyrkkyys koordinaatiston pisteissd (1,1) ja
(-1,-1).

Lasketaan ensin funktion osittaisderivaatat molempien muuttujien suhteen:

9, ‘
%h(x,y) = —42° + 32° +y

(%h(ac,y) =+ 6y — 49°

Muodostetaan nédiden avulla gradienttivektori kaavan (7.1) mukaisesti:

~
A

Vh(z,y) = (—4a® 4+ 32 + y)i + (v + 6y — 49°);
Rinteen jyrkkyys voidaan siis maarittaa missd tahansa pisteessi sijoittamalla pisteen koor-

dinaatit ylla olevaan vektoriin.
Nyt gradienttivektorit pyydeytissa pisteissi ovat

Vh(1,1) = (=4 +34+1)i+(1+6—4)j =37
Vh(=1,—1)=(4+3—-1)i+ (-1 —6+4)j =6 — 3

Ylemmaéan vektorin pituus on tietysti 3, ja alemman vektorin pituudeksi saadaan
\/62 + (—3)%2 = /45 ~ 6,7. Rinne on siis tuplasti jyrkempi toisella puolella.

Useamman muuttujan funktiota f : R™ — R kutsutaan yleisesti skalaarikentéiksi. Esi-
merkiksi huoneen lampétilaa voidaan kuvata skalaarikentalld, eli funktiolla T'(z,y,z), joka
liittdd jokaiseen huoneen koordinaattiin kyseisen pisteen lampdtilan. Gradientin avulla
voidaan tarkastella, missd kohdassa lampovirta on suurin. Vastaavalla tavalla voidaan ka-
sitelld esimerkiksi painetta ja kosteutta. Skalaari- ja vektorikentdt ovatkin paljon kiytossé
mm. meteorologiassa.
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Kuva 14: Funktion h(z,y) = —2*+23+zy+3y*—y*+3 kuvaaja muistuttaa kaksihuippuista
vuorta.

7.2 Suunnattu derivaatta

Gradientti kertoo meille mihin suuntaan funktion arvot muuttuvat kaikkein eniten, ja li-
saksi kuinka nopeasti ne muuttuvat tdhan kyseiseen suuntaan. Toisinaan voi olla mielen-
kiintoisempaa tutkia milld nopeudella funktion arvot muuttuvat tiettyyn suuntaan kuljet-
taessa. Télloin tarvitaan suunnattua derivaattaa, joka voidaan laskea gradientin avulla.
Suunnatulla derivaatalla ei ole tdysin vakiintunutta merkintdad, mutta usein kiytetddn
merkintoja
D.f =

jotka tarkoittavat funktion f derivaattaa yksikkdvektorin é suunnassa. Suunnattu deri-
vaatta saadaan gradientin avulla laskemalla:

-Déf:vf'é7

missé - tarkoittaa pistetuloa.

Huomautus 2. Yksikkovektorille kiiytetdén téssd monisteessa "hattu” -merkintda. Niin
ollen vektorin v suuntainen yksikkévektori merkitddn 0. Yksikkdvektori on voidaan laskea
jakamalla vektori pituudellaan:

S>
Il
§| ST
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Esimerkki 17. Lasketaan funktion f(x,y) = 2?4+ xy suunnattu derivaatta kohdassa (2,3)
suuntaan v = ¢ + 27.
Muodostetaan gradienttivektori
of » | 0f«
Vi(ry) ==—i+—
flay) =5 o
Vi(zy) = 2z +y)i+aj

VF(2,3)=Ti+2)

Seuraavaksi tarivtaan vektorin i + 2 suuntainen yksikkovektori, joka saadaan jakamalla
vektori pituudellaan.

Nyt voimme laskea suunnatun derivaatan

Dif(2,3) =Vf(2,3) 0= —=+ — =

8 Differentiaaliyhtilot

IImididen vilisia riippuvuuksia voidaan usein kuvata jollain yht&lolla, mutta varsinaista
funktiota joka kuvaa jotain suuretta ei aina tunneta. Téallaisissa tilanteissa voidaan usein
kirjoittaa yhtdlo, joka riippuu paitsi jostain funktiosta, myos kyseisen funktion derivaa-
toista. Yhtilo, jossa on suure ja suureen derivaatta on nimeltidn differentiaaliyhtilo.

Yksinkertainen ensimméisen kertaluvun (sisiltaé vain ensimmaéisti derivaattaa) diffe-
rentiaaliyhtdlo on yleisesti muotoa

Y~ few) (14)
Yhtalon ratkaiseminen tarkoittaa funktion y(x) lausekkeen selvittdmista. Y14 olevassa
yhtaldssa muuttujaa x sanotaan riippumattomaksi muuttujaksi ja muuttujaa y riippuvaksi
muuttujaksi, koska se riippuu myds muuttujasta x.

Esimerkiksi putoavaan kappaleeseen vaikuttaa gravitaatiovoima G = myg. Toisaalta
Newtonin toisen lain mukaan voima on yhta suuri kuin kappaleeseen kohdistuvan kiihty-
vyyden ja massan tulo. Kuten aiemmin jo johdettiin, on kiihtyvyys paikan toinen deri-
vaatta, joten kappaleen korkeuden riippuvuutta ajasta kuvaa yhtalo

d*h B

Tama on esimerkki toisen kertaluvun differentiaaliyhtédlosté, josta voidaan ratkaista kap-
paleen korkeus ajan funktiona h(t) suoraan integroimalla.

8.1 Separoituvat differentiaaliyhtalot

Erilaisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisuun on lukematon maara erilaisia ldhestymista-
poja, eiké kaikille yhtéloille ole valttamatta mahdollista analyyttista ratkaisua edes l6ytaé.
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Tamaén kurssin puitteissa ratkaistaan differentiaaliyhtiloitd muuttujanerottamismenetel-
miélld, eli separoimalla. Téllaiset yht&lot ovat muotoa, jossa yhtélon (14) funktio f(x,y)
voidaan kirjoittaa kahden funktion tulona, jotka riippuvat vain toisesta muuttujasta, eli
yhtéld saa muodon

W~ o)), (15)

Tallainen yhtilo voidaan ratkaista erottamalla muuttujat siten, yhtdlon molemmin puolin
esiintyy ainoastaan toista muuttujaa, jonka jilkeen yhtalé voidaan integroida puolittain.

Esimerkiksi edelld mainitun putoavan kappaleen korkeus voidaan ratkaista separoi-
malla.

Esimerkki 18. Ratkaistaan yhtalo Z—Z = Iy—;‘r’ muuttujanerottamismenetelmalla.

dy x—5
dx y?
y’dy = (v — 5)dx

/dey:/ac—E)dx
1

1
§y3+01:§x2—5x+02

Yy = i’/gla — 151’4‘3(02 —Cl>

Yleensd on tapana yhdistdad kaikki integroimisvakiot yhdeksi, joten voimme kirjoittaa
3(Cy — Cy) = C, jolloin yhtalén lopullinen ratkaisu on

3
y:€/§$2—15x+6’

Edellisen esimerkin ratkaisuun jii tuntematon vakio C'. Taméa on tyypillistd differenti-
aaliyhtaloille. Ratkaisuna saadaan ddreton joukko funktioita, jotka riippuvat jostain para-
metrista. TAmén vakion arvo voidaan ratkaista, jos tunnetaan funktion y(z) arvo jossain
pisteessi, eli niin sanottu alkuarvo.

Esimerkki 19. Ratkaistaan alkuarvoprobleema y/(x) = %, kun tiedetaén ettd y(—1) =

0. Erotetaan aluksi muuttujat ja ratkaistaan differentiaaliyhtélo yleisesti:
dy y—1
dr  z+3
dy dx
/y —1 / x4+ 3
Injly — 1|+ Cy =In|z + 3|+ Cy
Inly—1|=Injz + 3|+ (Cy — CY)
ly — 1] = | + 3|e“>™%"  merkitisin 927 = C
y—1]=Clo+3]
y—1==xC(x+3)

Itseisarvojen poiston jéilkeen lausekkeen merkki riippuu muuttujien x ja y arvoista, mutta
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koska vakiolla C' ei ole vield mitddn tunnettua arvoa, voidaan merkki siséllyttdd siihen,
jonka jalkeen lopullinen yleinen ratkaisu on

y=1+C(x+3).
Vakion arvo voidaan nyt méaarittad alkuehdosta

y(—1
1+C(-1+3

0
0

~—— —

C=—

N | —

Alkuarvoprobleeman ratkaisuna on siten funktio

1 1 1
— 14z — L
y(x) + Q(x—l—?)) 2$ 5
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