TENTTI (MAA) 04.03.2012

1. Kun polynomi P(X) = x® + 2ax? — 3ax jaetaan binomilla X — 2, saadaan jakojaannokseksi 4 . Tutki onko
polynomi P(X) jaollinen binomilla 1— x2.

Ratkaisu: Polynomi voidaan esittaa jakoyht&lon avulla muodossa P(X) = (X— 2)-Q(X)+ 4.
Tallin on P(2)=(2-2)-Q(2)+4=0-Q(2)+4=4
Toisaalta on myds P(Z) =2°+2a-2*-3a-2=2a+8, joten on oltava

2a+8=4 = 2a=-4 = a=-2.

Polynomi P(X) = x> —4x* + 6X on jaollinen binomilla 1— x> = (l— X)(1+ X) mikali binomin

nollakohdat ovat my&s polynomin P(X) nollakohtia.

P1)=1°-4-1+6-1=1-4+6=3%0 ja
P(—l)z (—1)3 —4-(—1)2 +6-(—l) =-1-4-6=-11+#0, joten polynomi P(X) ei ole

jaollinen binomilla 1— X>.

2. Maarita kaikki kokonaislukuparit (m, n), jotka toteuttavat yhtalén (m +2n +1)(m -n+ 2) =5.

Ratkaisu: Koska 5=1-5 tai 5=5-1 tai 5=-1- (— 5) tai 5=-5- (—l), joudutaan ratkaisujen

Ioytamiseksi ratkaisemaan nelja yhtaloparia:

m+2n+1=1 m+2n+1=5
(1) m-n+2=5 (2) m-n+2=1

m+2n+1=-1 m+2n+1=-5
(3) m-n+2=-5 (4) m-n+2=-1

Ratkaistaan yhtalopari (l) :

= 3n=-3 = n=-1

{m+2n+1:1 { m+2n=0
=

m-n+2 =5 |(-1) -m +n=-3

Koska m+2n =0, niin m+2-(—1): 0 = m=2, elieras ratkaisu on pari (2,—1).

Vastaavasti laskien saadaan yhtaloparien ratkaisuiksi:

(2)2 (%,%) (3)2 (—%,%) ja (4): (— 4,—1), joista vain viimeinen kelpaa.



3. Laske ympyréan sisdan ja ympari piirrettyjen saannéllisten 8-kulmioiden alojen suhde.

Ratkaisu:

Saanndlliset 8-kulmiot voidaan jakaa ympyran keskipisteesta 8-kulmioiden karkiin piirretyilla
janoilla kahdeksaan, yhtenevaan tasakylkiseen kolmioon.
Sisemmassé 8-kulmiossa kyljen pituus on sama kuin sita ympéaréivan ympyran sade. Ympyran

ulkopuolisen 8-kulmion kohdalla ympyran sade on puolestaan yksittaisen kolmion korkeusjana.

Maaritetdan isomman 8-kulmion sisdkolmion kyljen pituus.

Kolmion huippukulma on 45° , jonka korkeusjana puolittaa. Puolituksen tuloksena saadusta

suorakulmaisesta kolmiosta voidaan méaarittaa kolmion kyljen pituus d :

r

c0s22,5° - = d=—.
d c0s22,5°

Tasakylkisten kolmioiden kyljet ovat vastinsivuja, ja niiden pituuksien suhteen nelié on
yhtasuuri kuin vastaavien tasakylkisten kolmioiden alojen suhde.

Samaa suhdetta noudattavat myds sisemman ja ulomman 8-kulmion pinta-alat, joten

2

% = _r = (COS 22.5° )2 = %(24-\/5) (Kosinin tarkka arvo MAOL:sta)

_r
c0s22,5°

4. Madrita vakio @ niin, etté suora 3X+ 4y +a =0 sivuaa ympyraa X> +y> +4x+6y-12=0.

Ratkaisu:

Ympyraa sivuavaa suoraa kutsutaan ympyran tangentiksi. Koska ympyran keskipisteen
etdisyys tangenttisuorasta on yhta suuri kuin ympyran sade, selvitetdan ensiksi ympyran

keskipisteen koordinaatit ja ympyran sade saattamalla ympyran yhtélé keskipistemuotoon:

X*+y?+4x+6y-12 =0

= X°+4x +y’+6y =12
= X +4Xx+4+y*+6y+9=12+4+9
= (x+2f+(y+3) =25

Viimeisesta muodosta saadaan keskipisteeksi K = (— 2,—3) ja sateeksi r =5.

Keskipisteen (—2,—3) etaisyys d suorasta 3X+4Yy+a =0 on siis 5, joten pisteen

etaisyyden laskukaavasta saadaan:

|3-(—2)+4-(—3)+a|:5 N |-6-12+3| la-18|

V3 + 42 V25

-5 = =5 = [a-18=25.




Ratkaistaan itseisarvoyhtald:

25
7

a-18=25
tai

a-18
= a=43 = a

Osoita, etta yhtalslla 2X* +6X = —3 on ainakin kaksi reaalijuurta.

Ratkaisu:

Esitetéan yhtalé6 muodossa 2X* +6X+3 =0, ja siirrytaan tutkimaan funktion

f (X) = 2X* + 6X + 3 reaalisten nollakohtien lukumaaraa.

Funktio f (X) on kaikkialla jatkuva ja derivoituva.

Koska
f(~2)=(-2)'+6-(-2)+3=16-12+3=7>0 ja
f(-1)=(-2)'+6-(-1)+3=1-6+3=-2<0

on funktiolla f(X) Bolzanon lauseen mukaan valilla |-2,—1] ainakin yksi nollakohta.

Vastaavasti, koska
f(-1)=(-2)'+6-(-1)+3=1-6+3=-2<0 ja
f(0)=0*+6-0+3=0+0+3=3>0

on funktiolla f(X) myos valilla ]—1,0[ ainakin yksi nollakohta.

Koska kyseiset lukuvalit ovat erilliset, voidaan todeta funktiolla olevan ainakin kaksi reaalista

nollakohtaa, ja nain ollen yhtalslia 2X* +6X = —3 ainakin kaksi reaalista juurta.

3
Paraabeli Yy = E(l_ X2) jakaa ympyran X2 + y2 =1 rajoittaman alueen kahteen osaan. Maarita

suuremman osan suhde pienempaan.

Ratkaisu:

37 2
Paraabeli Y D (1 - X ) on alaspéin aukeava. Sen huippu on Y -akselilla, joten se on

" 16

symmetrinen Y -akselin suhteen.

Ympyra X2 + y2 =1 on origokeskinen yksikkéympyra. Ympyran yhtalon perusteella voidaan

muuttujat rajata seuraavasti: —1< X <1 ja -1<y<1.

Maaritetdan paraabelin ja ympyran leikkauspisteet. Ympyran yhtalosta saadaan y2 =1-x? , ja
sijoittamalla tulos edelleen paraabelin yhtaléon, voidaan leikkauspisteiden Y -koordinaatit

ratkaista yhtalosta:



3 2 3r , 3z , 3r
_5 _ o 9T 20 11-2%.vl=0
y16(x):>y16y:>y16y :y[ 16yj
= y=0 & [y=£>lj.
3

Leikkauspisteet ovat X -akselin pisteita:  X° + y2 =1 = x*=1 = x=+1.
Paraabeli jakaa ympyran kahteen osaan, joista suurempi siséltda X -akselin alapuolisen

puoliympyran seké paraabelin ja X -akselin valiin jadvan alueen. Pienempi yldosa on

puolestaan puoliympyréd, josta on vahennetty paraabelin ja X -akselin véliin jaava osa.

T
Yksikkdympyran pinta-ala on 7 P=r , joten puoliympyran ala on E

Paraabelin ja X -akselin valiin jdavan alueen pinta-ala saadaan maaréatyn integraalin arvona

1 1 3
IS—”(l—xz)dx:lg—” x— 2 :3_”[1_1J_3_”[_1+1J:Z
16 116 3 16 3 16 3 4

-1

) T 3z Y 1
Isomman osan pinta-ala on —+— = T , ja pienemman E—— =

4

IR

3z
4

-3:1.

Pinta-alojen suhde on

Ay

1
Osoita derivaattaa kayttamatta, etta funktio f (X) = X+ — on aidosti kasvava valilla [l, oo[ )

X
Ratkaisu: Olkoon b>a >1. Funktio f(X) on maarittelyjoukossaan aidosti kasvava mikali voidaan
osoittaa, etta f(b)> f(a).
1 1 1 1
f(b)— f(a) =D +E_ a+— :b+B—a—— Lavennetaan samannimisiksi
a a

ab? a a® b ab’-a’b+a-b

“ab ab ab ab ab
_ab(b-a)-1-(b-a)_(b-a)ab-1)
ab ab

Koska maarittelyehdon mukaan on b>a >1, niin b—a >0 seka ab >1.
Nain ollen



f(b)-f(a) =%>o = f(b)> f(a)

8. Tikkaiden alapaa on 3,0 metrin etadisyydella seinasta ja ylapaa on seinalla 9,7 metrin korkeudella. Kuinka
paljon tikkaiden ylapaa laskeutuu, jos alapaata vedetaan 2,0 metria poispain seinasta?

Ratkaisu: Tikkaat, maanpinta ja seind muodostavat mallikuvassa suorakulmaisen kolmion, jonka

kateettien pituudet ovat @ = 3,0 m ja b = 9,7 m. Lasketaan tikkaiden pituus C Pythagoraan

lauseella: ¢ =a*+b®> = ¢*=(3,0)+(9,7) =10309 = c¢=,/103,09 ~1015m.

Tikkaat siirretdan kaksi metria poispain seinéasta, maaritetaan uusi korkeus samoin

Pythagoraan lauseella:

(50 +h*=c* = h?=103,09-25=78,09 = h=,/78,09 ~88m.

Tikkaiden ylapaa laskeutuu siis b—h=9,7-8,8=0,9 m.

9. Mika pisteiden (—l, 3) ja (2, - 2) kautta kulkevan suoran pisteista on lahinna origoa?

Ratkaisu: Pisteiden (—l, 3) ja (2, — 2) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on K = % = —g.

Suoran yhtéléksi saadaan

y-3=-3(x-(-1) = y-3=-5x-%2 = 3y-9=-5x-5 = 5x+3y-4=0.

Origoa lahin piste talla suoralla on tdman suoran ja origon kautta kulkevan normaalin

leikkauspiste. Origon kautta kulkevien suorien yhtalét ovat muotoa Y = kX, ja koska
normaalin kulmakerroin on laskettavissa suoran kulmakertoimesta kn = _K = g , on kyseisen

normaalin yhtale y =2 X.

Sijoitetaan Y =%X suoran yhtaloéon, ja ratkaistaan leikkauspisteen X -koordinaatti:

5x+3-3x+4=0 = 5Xx+ix+4=0 = 25x+9x+20=0 = 34x=-20

20 10
= X=-—" o X=-——
34 17
Koska Y =2 X, niin leikkauspisteen Y -koordinaatti on Y =%-(—%) =—%.

Lahin piste on piste (—%,—%).

X

10. Ratkaise yhtalo €2 —2e* =e.

2
_ e

Ratkaisu: e’ _2e"=e = —X—2ex =e.

e



2
e
Merkitaan €* =t ( > 0), jolloin yht&ld voidaan esittda muodossa ra 2t = e . Ratkaistaan

tasta yhtalosta muuttuja 1t :

2 2 2 2 2
€ =g = eT—Z%:e = %:e = -—2t°+e’ =et.

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa kayttaen:

etv9%’ e+3e

2 2
2t —et+e’=0 = t:ei\/(—e) —4-(-2)e

2-(-2) —4 —4
—-2e e
“TTaT2
4e
t:—:—
27 4 €

Jalkimmainen juuri ei kelpaa negatiivisena, edellisesta saadaan yhtalo, koska ef=t:

X

e :% = IneX:In(gj = X=lhe-lh2 = x=1-In2.

11. Ratkaise yhtals V1+3X +2x=0.

Ratkaisu: Maarittelyjoukko: 1 + 3x > 0 = Ix > -1 = X

V1I+3x+2x=0 = «1+3x=-2X

Korotetaan puolittain neliéén, otettava huomioon reaalisuusehto —2X>0 = X<0.

[\
|
wle=

Ehdot yhdistamalla saadaan muuttujalle maarittelyehdoksi —% <x<0.

1+3x=(-2x) = 1+3x=4x" = —4x°+3x+1=0

Ratkaisukaavaa kayttaen

-8
N e RO VR Lo o
) 2 (_4) - -8 B -8 2 1
X, =—>=——
-8 4

Ratkaisuksi kelpaa ainoastaan juuri X = —

sl




12. Suorakulmaisen kolmion kaksi sivua ovat a ja 3a . Maarita kolmas sivu.

Ratkaisu:

Koska sivun pituus a > 0, niin selvasti 3a > a . Sivu 3a voi olla joko kateetti tai

hypotenuusa, joten kolmannen sivun b pituudeksi on kaksi eri vaihtoehtoa:

1°  sivu b on hypotenuusa, joten b? = a® +(3a)2 =10a> = b=4+10a.

2°  sivu b on toinen kateetti, joten a®+b? = (3&)2 = b’=83a’ = b= \/§a.

13. Laske kayrien Y = X|X| +3jay= X% + X rajaaman alueen ala.

Ratkaisu:

Merkitaan selvyyden vuoksi f(x)=X|X/+3 ja g(x)=Xx>+x.

Kun X < 0, voidaan funktio f esittaa muodossa f (X) = —X* +3. Méaaritetaan kayrien

leikkauskohdat talla maarittelyvalilla:

g(x)=f(x) & xX*+x=-x*+3 = 2x*+x-3=0.

o —lEVT-4-2.(-8) 1425 145

2:2 4 4

valilla } —g ,0 [ f(x)> g(x), silla esimerkiksi f(~1)=2 ja g(~1)=0.

Vastaavasti, kun X>0, on f (X) = X2 +3, ja kayrien leikkauskohta saadaan yhtalésta
2 2
X“+X=X"4+3 = x=3
valilta ]0,3[ f(x)> g(x), siia esimerkiksi f(1)=4 ja g(1)=2.

Kayrien rajaama alue lasketaan méaaréattyjen integraalien arvona:



(£(x)- g(x)) dx + [(()-g(x) %

( X? +3—(x% +x))dx + ji(x2 +3—(x +x))dx

0

jl 2x2—x+3)dx+j:(—x+3)dx
3 0

0
4

3
(—Ex —lx +3xj (——x +3xj
s\ 3 2 0
=0— _E( 3} __.(_Ej (_Ej +(_1.32+3.3_oj:§
3 2 2 2 2 8

14. Milla X :n arvoilla sarja Z(l— 2C0s X)n suppenee, ja mika on talldin sen summa?
;)

Ratkaisu: Sarja on geometrinen sarja, jonka suhdeluku on ( =1—2C0SX . Sarja suppenee niilla

muuttujan X arvoilla, joilla —1< g <1.

-1<1-2cosx <1 |-1
—2<-2cosx<0  |:(-
1>cosx>0

T
Epayhtald on tosi esimerkiksi valilla } -, E [ , joten sarja suppenee kaikilla

N

osavéleilla

T T
} —E+n-27z ,E+n-27z [ missa N on kokonaisluku.

Sarjan ensimmainen termi on a, = (l— 2C0s X)O =1, ja sarjan summa on

" 1 1
1-q 1-(1-2cosx) 2cosx’

15. Maarita kayrén Yy = e % + x*® -1 kohtaan x =1 piirretyn normaalin yhtalo.

Ratkaisu: Kun X=1,0n y= e?2 41 1=e+1-1=1. Normaali kulkee pisteen (l,l) kautta.
y' =2 e?*2 1 3x?, joten derivaatan arvo kohdassa X =1 on

y’(l) =2."7%24+3.1°=2.°+3=5. Tama on mybs kohtaan X =1 piirretyn tangentin
kulmakerroin. Koska tangentti ja normaali ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa voidaan

normaalin kulmakerroin K maarittaa yhtalesta k, -k, =-1 = Kk, =-1.



X+

vl
ullo

Johdetaan normaalin yhtalé: y—1= —%(X—l) = y-l=-Ix+f = y=-

16. Juustopakkauksen tuoteselostuksen mukaan juustossa on rasvaa 28% painosta ja 45% kuiva-aineesta.
Kuinka monta prosenttia juuston painosta on vettd ja muita haihtuvia aineita?

Ratkaisu: Olkoon juuston kokonaismassa @, ja kuiva-aineen massa juustossa b . Talléin rasvan massa

M voidaan ilmaista kahdella tavalla: m=0,28a tai m=0,45b.

_ 0,28a

b ~0,6222...a.
0,45

Ratkaistaan b yhtalosta 0,45b=0,28a = Db

Juustossa on nain ollen kuiva-aineita n. 62% massasta, joten veden ja haihtuvien aineiden

osuudeksi massasta jaa 38%.

17. Maarita sellainen luku X, etté lukujen 7 +1, 7 + X ja 71X keskiarvo on 27 .

(7 +1)+ (7 +x)+ 7 X

Ratkaisu: Keskiarvo X = 3 =27 = rn+l+m+X+xX=67
dr -1
TX+X=6br-2r-1 = (7[+1)X:47z—1 = X= i
__n+l
18. Ratkaise yhtalo [2X —1 =[3x + 2.
Ratkaisu: liman itseisarvomerkkeja lausuttuna yhtal6 jakautuu kahteen osaan:

1" 2Xx-1=3x+2 = 2X-3x=2+1 =»> —-x=3 => x=-3 tai

20 2x-1=—(3x+2) = 2x-1=-3x-2 = 2x+3x=-2+1 = 5x=-1

1
= X=-=
5

X
19. Mika on funktion f (X) = Y1 +1g (2 - X) +/5X + 3 — 2x* maarittelyjoukko.

Ratkaisu: Funktion maarittelyjoukko on sen termien maarittelyjoukkojen leikkausjoukko, eli ne

muuttujan X arvot, jotka kuuluvat jokaisen termin méaarittelyjoukkoon:

1 _l on maaritelty, kun X—-120 = x=#1.



2° Ig(2— X) on maaritelty, kun 2—X>0 = X<2.

3" 4/5x+3-2%> on maaritelty, kun juurrettava polynomi —2x? +5x+3>0.

Ratkaistaan toisen asteen polynomiepayhtél®, polynomin nollakohtien ja kuvaajan avulla:

~5+.5"-4-(-2)-3 -5+.49 547
2-(-2) -4 -4

Nollakohdat: —2Xx>+5x+3=0 = Xx=

1
= X=——tai X=3.
2
Polynomin kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, joka saa ei-negatiivisia arvoja

nollakohtiensa valissa.

1
Termin maéarittelyjoukko on siis 5 <x<3.

1
Ehdot yhdistaen funktion méaarittelyjoukoksi saadaan _E <X<2jax#l.

20. Neljasta desilitrasta savea muotoillaan kaksi palloa siten, etta pienemman tilavuus on puolet suuremman
tilavuudesta. Mitka ovat pallojen sateet?

Ratkaisu:

Olkoon pienemman pallon tilavuus V1 ja suuremman pallon tilavuus V2. Suuremman pallon
tilavuus on kaksinkertainen pienemman pallon tilavuuteen néhden , joten voidaan merkita

V, = 2V, . Tilavuuksien summa on sama kuin saven tilavuus, joten V, +V, = 4dl = 400 cm?.

Maaritetdan ensin pallojen tilavuuden, ja sen jalkeen niiden sateet:

V,+V,=400cm® = V,+2:V,=400cm®* = 3.V,=400cm’ = V1=4—gocm3.

= g-ﬂ-rls=4Toocm3 = 7-°=100cm® = rl=3@cm = rn~=317cm
V T b Sl el i

Koska V, =2V, = V2:8—gocm3.

= %-ﬂ-r;:s—gocms = 7z-r,=200cm® = rzzswfycm = 1,~399cm
72' e ———1



21. Jos kauppias alentaa tuotteen hintaa P %, tuotetta myydaan 1,6 p % enemman. Mika P :n arvo antaa
kauppiaalle suurimman myynnin arvon? Milla P :n arvolla myynnin arvo on sama kuin alkuperaisella hinnalla?

Ratkaisu: Olkoon tuotteen kappalehinta ennen alennusta a, ja tata hintaa vastaava myynnin maara

b kpl. Myynnin arvo M on néin ollen laskettavissa tulona m=a-b.

P
Hinnan muutoksen jalkeen tuotteen alennetuksi kappalehinnaksi tulee (1 - 100 ’
1,6 p
Myynnin maaréa puolestaan nousee, ja uusi maara on 1 —100 b . Kertomalla uusi

kappalehinta uudella myyntimaaralla saadaan myynnin arvoksi
B L B IS 12 DU TN I | CRCLC] < B S I | PIREC11
100 100 100 100 100 100

Myynnin arvo saa suurimman arvonsa kun kerroin [ ——j [1+—j on suurimmillaan.

Merkitaan kerrointa funktiona f (p) ja maaritetaéan sen suurin arvo, kun 0 < p <100.

f(p):(l pj(“ﬂj_ Lo 2, 06,

100 100 ) 10000~ 100

3.2 06 —60
f(p)=——2%_ p4+—" =0, kun —3.2p+60=0 = p=—— —18,75.
(p) 10000 " " 100 un —S<p P="3,750

Koska funktio f (p) on toisen asteen polynomifunktio, jonka kuvaajana on alaspain aukeava
paraabeli, saa se suurimman arvonsa huipussaan, joka on derivaatan nollakohta. Paras

myynnin arvo saadaan siis 18,75 % hinnan alennuksella.

Myynnin arvo on alennuksen jalkeen samalla tasolla, niilla P :n arvoilla, joilla f (p) =1:

16 , 06 16 , 06
flp)=1 = - + +1=1 = - + =0
(p) 10000 P 100 P 10000 P 100 P

= -16p’+60p=0 = p(-16p+60)=0 = p=0A-16p+60=0

Vain jalkimmainen yhtélé antaa "jarkevan” vastauksen, p=——=237,5.

_1’6 —_—



22. Vektoreista a ja b tiedetaan, etta @ +2b =1 jada +5b =2 i+ j_ . Kuinka suuri on vektorien a

ja b valinen kulma?

Ratkaisu: Ratkaistaan vektorit 5 ja B yhtéldparista
a+2b =i |- (-4) 4380 =4
_ - = — I
4a+5b =21+ 4a+5b = 2i+)

3 0 iy - T 2 N l -
Laskettaessa allekkain yhteen saadaan —30=-2i+ ] = b= 3 - 3 j-

Vastaavasti laskien ratkaistaan my6s vektori a :

a+2b =i |-(=5) _, |-%a-10b=-5i
4a+5b=2i+j |-2 8a +10b = 4i+2]j

3a=-i+2] = a=-ti+2].
3 3

Vektoreiden a ja b valinen kulma ratkaistaan yhtalosta:

a
_ a 1 1 Vg M1 ¥ g a’+b-a-ab
Ratkaisu: —4—=—>—4+1 = -+ - = == >0 =»>= ——F >0
b a b b a b 1 ab

a(a-1)-b(a-1) 0 (a-b)a-1) 0
ab ab

Epayhtalo on identtisesti tosi, silla ehdon @ >b >1 mukaan a—-b >0, a-1>0 jaab>0 .



24. Kahdella kolmiolla on sama pinta-ala. Toisen kolmion sivut ovat 5 cm, 5 cm ja 4 cm. Toisessakin kolmiossa on
kaksi 5 cm mittaista sivua. Miten pitka on taman kolmion kolmas sivu, kun kolmiot eivat ole yhtenevia?

Ratkaisu: Molemmat kolmiot ovat tasakylkisia kolmioita. Ensin mainitun kolmion huippukulman on oltava

terava kulma, silla huippua vastaava kanta on kolmion lyhyin sivu.

Tasakylkisen kolmion pinta-ala voidaan maarittda seuraavasti:
A :E. a -sin ,3 , missé a on kyljen pituus, ja ,B on niiden vélinen (huippu)kulma.

Koska teravan kulman ja sen (tylpan) suplementtikulman sinin arvot ovat yhta suuret, on

kysytty kolmio tallainen tylppakulmainen, tasakylkinen kolmio.

Maaritetdan ensin mainitun kolmion huippukulma ,B esimerkiksi kosinilauseella:

5 +5°-2.5.5.c0s 3 =4 = 50-50cosf =16 = —50cosp =-34

-34 17
= cos,B=_—50:2—5.

Kulman [ ja sen suplementtikulman 180° — B kosinit ovat puolestaan vastalukuja, joten

cos(180° - ,6): —;—; :

Ratkaistaan tdméan tylppakulmaisen kolmion kanta X jalleen kosinilausetta kayttaen:

X? = 5% +5% —2.5.5.cos(180° —,B)=50—50-[—2—9 —84

— Xx=+/84 .

1
25. Maarita vakio a siten, etta .[(ex + ax) dx=0.
0

Ratkaisu:

1
(ex+ax)dx=0 = é[ex+%x2j=0 = [e1+%-12j—[e°+%-02j 0

O ey
I

e+2.1-0 = %-1-¢ = a=2-2.
2 2 =L o

26. Kuinka monta termia aritmeettisen summan 1+ 3+ 5+ ... alusta on laskettava yhteen, jotta summan arvo
olisi vahintaan miljoona?



Ratkaisu: Aritmeettisen jonon 1,3,5, ... yleinen termion &, =2n-1, missa n=1,2,3, ...

a +a, =n-l+2n_l:n2 _
2 2

Osasumma S, =N-

Summan arvo on vahintdan miljoona niilla N :n arvoilla, jotka toteuttavat epayhtalén
n® >1000 000 .

Koska n > 0, niin epayhtéld voidaan ratkaista ottamalla nelidjuuri puolittain, jolloin saadaan

n=>1000.

Termeja on siis oltava summassa vahintaan 1000 .

a) Maaraa kolmion ABC kulmien puolittajasuorien yhtalét, kun A = (0,0), B= (2,4) ja

C =[51,—22j.
3 3

b) Todista, etta kaikki kolmion ABC puolittajasuorat kulkevat saman pisteen Q kautta.

c) Todista, etta piste Q keskipisteena voidaan piirtaa ympyra, joka sivuaa kolmion ABC jokaista
sivua. Maaraa taman ympyran sade ja yhtalo.

Olkoon funktio f(x)=1—In~/x—1.

a) Milla X :n arvoilla funktio f(X) saa positiivisia arvoja?

b) Maarita sen kolmion pinta-ala, jonka muodostavat kohtaan X = 2 piirretty tangentti ja normaali Y -
akselin kanssa.

c) Méaarita funktion f(X) kaanteisfunktion lauseke ja maarittelyjoukko.

d) Kayra y = f (X) pyorahtaa Y -akselin ympari valilla 0 <y <1. Laske syntyneen
pyodrahdyskappaleen tilavuus.

Ratkaisu:  a) Funktio on magritelty niilla muuttujan X arvoilla, joilla VX-1>0 = x>1 .
f(x)>0 = 1-ly'x-1>0 = 1-I(x-1F>0 = 1—%In(x—l)
= 2-I(x-1)>0 = In(x-1)<2 = x-1<e® = x<e’+1
Kun otetaan huomioon viela maarittelyehto, niin f(X) >0, kun 1< x<e’+1 .

b) Kohdassa X =2 on kayran Y -koordinaattina Y = f(Z) =1-Inv2-1=1, joten

tangentti ja normaali kulkevat pisteen (2,1) kautta.



c)

d)

Maaritetasan kohtaan X = 2 piirretyn tangenttisuoran kulmakerroin:

f()=1-2n(c1) = =3 Dix_‘ll) =_2(X1_1) |

1 1
k =f'(2)=z=———=—=.
=1 22-1) 2
Normaalin kulmakerroin on K, =2, silla on oltava K, -K, =—1 (suorien

kohtisuoruusehdon mukaisesti).

Suorien yhtalot johdetaan lahtien muodosta Y — Y, = k -(X - Xo)- missa (XO, yo) = (2, 1)
_ 1 1 . I )
Tangentti: Y—1= _E(X_ 2) = Y= —EX+ 2 . Leikkaa Y -akselin pisteessa (0, 2)

Normaali: y—1= 2(X—2) = Yy =2X—3. Leikkaa Y -akselin pisteessa (0,—3).

Kolmion kéarkina ovat pisteet (2,1), (0, 2) ja (0,—3). Kun valitaan kolmion kannaksi Y -

akselilla sijaitseva sivu, niin kannan pituus on a = 2 —(— 3) = 5. Kolmion korkeudeksi

saadaan h =2 (pisteen (2,1) etaisyys Y -akselista), ja kolmion alaon A= 5—22 =5.

Kaanteisfunktion yhtélé saadaan ratkaisemalla muuttuja X yhtalosta Y =1— Invx-1:

y=1-Invx-1 = Invx-1=1-y = %In(x—1)=1—y
= In(x-1)=201-y) = x-1=¢"" = x=1+

Kun viela suoritetaan muuttujien vaihto, saadaan kaanteisfunktioksi fﬁl(X) =1+ eZ(H) .

Kaanteisfunktion maarittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko.

Koska kayra Yy = f(X) pyodrahtaa Y -akselin ympaéri, lasketaan kappaleen tilavuus

kaanteisfunktion X = g(y) avulla maarattyna integraalina valilla 0 <y <1 :

V= jﬂ . gZdy =7 -j(l+ e2(17y))2dy - _j'(lJrzezzy +e474y)dy
0 0 :



1
V=r -/(y—e“y —ie“yj =7r- [1—e° —ieoj—[O—e2 —ie“j
0 4 4 4

4 2
Ve l-tierples :ﬁgjfi_9z653
4 4 4

a+l

(*) a) Maarita funktio g(t) siten, etta Ig(t)dt =a’+a.
1

b) Funktio f(X) on jatkuva véleilla —1< X <0 ja X > 0 seka liséksi funktio toteuttaa ehdot

1 f(0)=0ja2 In(l+x)£ f(X)Sl. Mmaarita f'(0).
X X

Ratkaisu: a) Funktio g(t) voidaan olettaa ensimmaisen asteen polynomifunktioksi, silla sen
integraalifunktio on toisen asteen polynomifunktio, ja ylarajana méaaratyssa integraalissa

on ensimmaisen asteen polynomifunktio. Merkitdén g(t) =kt+D, ja lasketaan maaratty

integraali:
a+l a+l a+l 1 1 ) 1
Joltdt= [(kt+b)dt= (Ekt2+btj:[zk(a+l) +b(a+1)}—[zk-12+b.l}
1 1

=%k(a2+2a+1)+ba+b—%k—b=%ka2+ka+%k+ba+b—%k—b=%ka2+(k+b)a

a+l
Koska jg(t)dt =a’+a , niin saadaan %k a’ +(k +b)a =a’+a .
1

Kertoimia vertailemalla saadaan yhtalopari, jonka ratkaisuna on vakioiden K ja b arvot:

1
—k=1 k=2
2 = {b— L = gt)=2t-1.
k+b=1 T

b) Muokataan ehdon 2° kaksoisepayhtalon osamaaria erotusosamaaran

mukaisiin muotoihin, kun X, =0:



In(1+x)S f(x)sl -

X X Xx-0 x-0

InL+x)-In(+0) _ f(x)-f(0)
x-0 x—=0

Nain ollen erotusosamadrien raja-arvot, kun X — X;, eli kun X — 0, voidaan rinnastaa

kyseisten funktioiden derivaatan arvoiksi kohdassa X = 0.

lim In(L+x)-In2+0) _ lim f(x)-f(0) _ lim 1

x—0 X—0 x—0 X—0 x—0

( Vasemmalla puolella oleva raja-arvo vastaa siis funktion g(x) = In(1+ X)

1
derivaattafunktion g’(x) = 1 arvoa kohdassa X =0 ).
+ X

Il
[

Viimeksi mainitusta kaksoisepayhtalosta seuraa valttamatta, etta f '(0) .

Laske funktion f (X) =g (sin X + COS X) derivaatta. Osoita, etta kayran Yy =€ *SiN X ja X -akselin
alueessa X > 0 rajoittamien alueiden AO, Al, A,, ... pinta-alat muodostavat geometrisen jonon.
Ratkaisu: Tulon derivoimissaantoa kayttaen f '(X) =e -(COS X —sin X)— e -(sin X +CO0S X)

f'(x)=e-cosx—e*-sinx—e™*-sin x—e™-cosx=—-2e*-sinx.

Ratkaistaan kédyran Yy = e7*.sin X nollakohdat, kun X >0:

Koska €% >0, kaikilla X, saadaan nollakohdat yhtalésta SiNX=0 = X=n-7 eli
x=0,r,2rx,3n,...

Nollakohtien maaraamilla osavaleilla funktion Sin X merkki vaihtuu osavélista toiseen
siirryttaessa siten, etta valilla [0,7[] sin x>0, valilla [7[,27[] sin X <0, jne.

Yleisesti: Sin X > 0 valilla [ nr, (n +l)7[], missa N =0,2,4,6,..., ja muilla osavaleilla

sinx<0.

Pinta-alat lasketaan siis vuoroin funktion Y =€ *-Sin X , ja vuoroin funktion Yy =—€ *-Sin X

awvulla, riippuen sinifunktion merkista.



(n+1)n'
Kun N=0,2,4,6,..., niin pinta-ala A, = .[e’x -sin X dx .

nz

Koska D(e’x(sin X+ Cos x)): —2e7*-sin X, niin j—Ze’X -sin xdx = e *(sin x+cosx)+C ja

edelleen je’x -sin xdx = —Le*(sin x+cosx)+C .

(n+1)z - (n+1)x -
Nyt J’e*X-sm xdx =/ —Lie™(sin x+cosx)
nz
nx

(n+1)n'
Kun N=1,3,5,7,..., niin pinta-ala A, = .[—e’x -sin x dx .

nz



