Ristitulo

Tapio Hansson

Ristitulo on kolmiulotteisessa reaaliavaruu-
dessa R?® miiritelty operaatio kahden vektorin
valilld. Ristitulon voi mééritelld komponenteit-
tain kuten pistetulonkin, mutta selvasti hel-
pompaa on laskea rlstltulovektorl determlnan—
tin avulla. Vektoreiden a = T11 + 1] + 21k ja
b= xQZ + ygj + 22k valinen ristitulo on:
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Toisin kuin pistetulossa, ristitulon tuloksena
on edelleen vektori, minkd wvuoksi ristituloa
kutsutaankin toisinaan vektorituloksi.

Esimerkki 1. Vektoreiden a = i+ 25+ 3k ja
b = 4i + 55 + 6k vilinen ristitulovektori on
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Geometrisesti vektori @ x b on kohtisuoras-
sa molempiin vektoreihin (ja siten niiden méaa-
radméédn tasoon) nidhden. Lisdksi ristitulovek-
torin pituus on sama kuin @mn ja bn viritti-
méan suunnikkaan pinta-ala. Ristitulovektorin

pituus voidaan laskea geometrisella kaavalla

la x b = |a|[B| sin, 2)

missé, 6 on vektoreiden a ja b vilinen kulma.
Kaava antaakin mahdollisuuden laskea vekto-
rien véalinen kulma, jos tunnetaan niiden virit-
tdmén suunnikkaan pinta-ala.

Esimerkki 2. Vektoreiden @ = ¢ + 2j + 3k
jab = 41+ 55 + 6k virittimén suunnikkaan
ala on niiden valisen ristitulovektorin pituus.
Ristitulo laskettiin jo edelld, joten nyt riittaa
laskea vektorin pituus.

V(=3) + 6+ (=3)°

Vektorien vilisen kulman voi maarittaa seké
pistetulon, ettd ristitulon avulla. Ristitulosta
saadaan

@ x b| = ~ 7.35

. la x b 7,35
0 = —— ~ 0,22
TG Terag s
josta kulma
0 =12,95°

Vastaavasti pistetulosta
a-b=|al|b|cosf
saadaan kosini

b 1-4+2-5+3-6
bl 3,74-8,77

cosf = ~ 0, 9756,

ja kulmaksi
0 =12,95°.

Ristitulon ominaisuuksia

e Vaihdantalaki ei ole suoraan voimassa.
Sen sijaan ristitulon sanotaan olevan an-
tikommutatiivinen, eli

axb=—(bxa). (3)

e Osittelulaki yhteenlaskun suhteen on sen
sijaan voimassa:

x(b+e)=axbt+axec (4)



e My0s reaaliluvulla kertominen toimii ku-
ten pistetulolle:

ra x b=axrb=r(axb) (5)

e Tulon nollasdénto pétee hieman sovellet-

tuna: Jos a x b =0, on a =0, b = 0 tai

sitten @ ja b ovat yhdensuuntaisia (sin 0° =
sin 180° = 0).

Ristitulon kiaytto

Koska ristitulo on maaritelty vain kolmiulot-
teisessa avaruudessa, on silld runsaasti fysii-
kan sovelluksia. Sitd tarvitaan usein pyorimi-
sen mekaniikassa, silli voiman momentti on
madritelty ristitulon avulla. Samoin sahkémag-
neettinen Lorenz-voima, joka kohdistuu liikku-
vaan varattuun hiukkaseen sahko- ja magneet-
tikentéassa.

Matematiikassa ristituloa voi soveltaa hyvin
tason normaalivektorin méarittadmiseen, silld
tason minka tahansa suuntavektoreiden risti-
tulovektori on aina tason normaalivektori. Ta-
son yksikkonormaali voidaankin méaérittas las-
kemalla ensin ristitulovektori ja jakamalla se
pituudellaan:

51 X 89

(6)

=122
‘8_1 X S_Ql7
missd n on tason yksikkonormaali ja $7 ja $o
ovat tason jotkin suuntavektorit.

Edelld mainittu tulon nollasddnnén sovellus
antaa myos mahdollisuuden tutkia vektoreiden
yhdensuuntaisuutta ristitulon avulla, silla jos
molemmat vektorit ovat nollasta poikkeavia,
on niiden ristitulo nolla jos ja vain jos vektorit
ovat yhdensuuntaiset (saman- tai vastakkais-
suuntaiset).

Huomautus: MAOL:n taulukkokirjassa on
ristitulo hyvin edustettuna. Sielld ristitulo
méadritelladn geometrisella kaavalla

axb=|a|| b| sinfe,

(7)

missa € on tason yksikkonormaali.

Tehtavia

1. Laske vektorien 3i —2j + k ja —i—27 + 3k
vélinen ristitulo.

2. Madritd jokin vektorien 47 — J ja 3k mé-
raaman tason normaalivektori.

3. Laske vektorien 3i — J ja 5k muodostaman
suorakaiteen pinta-ala.

4. Laske kantavektorien véaliset ristitulot:

(a) i xj
(b) j x k
(c) kxi
(d) jxi
(e) kxj
(f) i x k

Vinkki: Olisiko ristitulon ominaisuuksis-
ta hyotya?

5. Olkoon a = 25—}+/A€ja5 = —3%—1—35—/%.
Laske

6. Méaarita tasolle, joka kulkee pisteiden
A(1,0,0), B(2,1,1) ja C(2,1,2) jokin yk-
sikkonormaali.

7. Ovatko vektorit —2i4-3) — k ja 181 —27) +
9k yhdensuuntaisia?

8. Laske vektorien ¢ — j ja i — J + k vilinen

kulma.

Vastauksia:

1. —41— 107 — 8k

2. esimerkiksi —3¢ — 127
15,81

= W

5. (a) —61—3j+ 9k
(b) 20+ — 3k
(c) —2i —j + 3k

6. V2i — v2j

7. kylli

8. ~35,3°



