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Matemaattinen fysiikka

Tama materiaali on suunniteltu oppimateriaaliksi lukion syventévalla opin-
tojaksolla Johdatus yliopistfysiikkaan. Kurssilla syvennetddn lukiomatema-
tiikasta tuttuja kisitteitd, kuten vektoreita, derivointia ja integrointia erityi-
sesti fysiikan tarpeissa, mutta myos puhtaan matematiikan valossa. Lisiksi
tutustutaan kompleksilukuihin.

Oppimateriaalin on laadittu ja laajennettu legendaarisen Jukka Hongis-
ton Matemaattinen fysiikka-kurssin pohjalta. Jukka pohti magnetohydro-
dynamiikkaa opiskellessaan opiskelukaverinsa kanssa, ettd missd on oppinut
kaikkein keskeisimmaét asiat matematiikasta, ja totesi, etta lukion syventavil-
14 kursseilla. Taméan oppimateriaalin on tarkoitus olla ne keskeisimmét asiat,
joita ihminen eldméssiéin tarvitsee.



Luku 1

Vektorilaskentaa

Vektorit ovat fysiikassa erittéin keskeisessi roolissa. Hyvin suuri osa fysiikan
suureista on vektorisuureita, joiden késittelyssi vektorilaskennan taidot ovat
tarkedssa roolissa. Fysiikan vektorit ovat yleensd 2- tai 3-ulotteisia, ja tés-
sd pitaydymmekin niissd, vaikka matemaatikoita useampien ulottuvuuksien
mukaan ottaminen ei yleensi hairitsekdén.

Lukiofysiikassa monien vektorisuureiden vektoriominaisuudet onnistutaan
héavittaméain tarkastelemalla esimerkiksi ainoastaan kohtisuoria tilanteita.
Oleellisimpia vektorisuureita ovatkin paitsi tutut paikka, nopeus, kiihtyvyys
ja voima, my0s kulmanopeus, kulmakiihtyvyys, liikemaard, impulssi, mo-
mentti, sekd sdhko- ja magneettikenttien voimakkuudet. Osa lukiossa kéy-
tettavista kaavoista on myos yksinkertaistettu skalaarimuotoon. Todellisuu-
dessa esimerkiksi

e vakiovoiman tekem# tyd saadaan pistetulosta W = F - 3.
e voiman momentti on voiman etéisyyden ja voimavektorin ristitulo
M =17 x F.
e hiukkasen magneettikentéissi kokema voima on nopeuden ja vuontihey-

den ristitulo F = qv x B.

e Pinnan lipi kulkema magneettivuo on pinta-alavektorin ja vuontihey-
den pistetulo ® = A - B.

Vektorin merkintidni kiytetdadn yleisesti kirjaimen péélle vedettya viivaa
v, mutta joissain ldhteissd myds tummennettua kirjainta v. Kun viiva ji-
tetddn merkitseméttd, viitataan pelkdstddn vektorin pituuteen. Vektorin v
pituus on siis v.
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1.1 Suuntajana

Vektorilla on kaksi ominaisuutta, suunta ja suuruus. Kiinted alkupiste ei var-
sinaisesti kuulu vektorin ominaisuuksiin, vaikka varsinkin fysiikassa on usein
hyvin olennaista kiinnittda vektori koordinaatistoon. Periaatteessa vektoria
vol siis siirtdd, mutta vektori ei ole endd sama vektori, mikéli sitd kdantaa
tal venyttdd. Jana on symmetrinen suora kahden pisteen vililla. Vektorin
erottaa janasta suunta, mika tekee vektorista epdsymmetrisen otuksen.

B D

vektori

Kuva 1.1: Pisteiden A ja B viilinen jana ja vektori pisteestd C pisteeseen D.

Vektoria on tapana kuvata nuolella, jonka pituus kertoo suuruuden ja
nuolen kirki kertoo suunnan. Suuretta, jolla ei ole suuntaa, mutta jolla on
suuruus, kutsutaan skalaariksi.

Suuntanuolien yhteenlasku toteutetaan asettamalla nuolet perdkkiin, jol-
loin summavektori muodostuu ensimmadisen vektorin alkupisteestd viimeisen
loppupisteeseen.

‘_/

=1

u+v

Kuva 1.2: Vektorien @ ja v summa.

Vektorien vilinen kulma méaritellddn pienempana kulmista, jotka synty-
vat kun vektorit asetetaan lihtem#ddn samasta pisteesta.

Yhteenlaskun lisdksi vektoreilla voi tehdd vihennyslaskuja ja kertolasku-
ja. Vahennyslasku saadaan aikaiseksi lisadmalld vastavektori

u—0=u+(—0). (1.1)



LUKU 1. VEKTORILASKENTAA 8

Kuva 1.3: Kuvassa olevien vektorien valinen kulma on 45°.

Vastavektori tarkoittaa vektoria, jonka pituus on yhtd suuri kuin vektorin
itsensd, mutta suunta tasmaélleen vastakkainen. Vektorin voi lisdksi kertoa
reaaliluvulla. TAma venytt&d vektorin pituutta (tai kutistaa), mutta ei muuta
suuntaa lainkaan.

| A
LAV

Kuva 1.4: Vektorin v kertominen kahdella kaksinkertaistaa vektorin pituuden.

Esimerkki 1. Nopeuksien yhdistdminen. Yritdt ajaa moottoriveneelld suo-
raan vastarannalla olevaan laituriin 20 metrid levedn joen yli, jonka virtaus-
nopeus on 3 m/s. Kuinka kauas joudut laiturista, jos yritdt ajaa suoraan
nopeudella 5 m/s? Miki oli todellinen nopeutesi?

Ratkaisu:
Aika joka ylitykseen kuluu saadaan laskemalla
t= - 20m =4s.
v bm/s

Téana aikana ajaudut sivuun:

s=vt=3m/s-4s=12m.
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Kokonaisnopeus on joen nopeuden ja veneen nopeuden summavektorin pi-
tuus. Pythagoraan lauseen mukaan

v =1/v? + 03 =+/(3m/s)2 + (5m/s)2 ~ 583 m/s

<
<|

<

1.2 Vektorit koordinaatistossa

Koordinaatistossa vektori kiinnitetdan alkupisteeseen ja loppupisteeseen. Usein
alkupisteend toimii koordinaatiston origo. Koordinaatistoja on useamman
laisia, ja toiset soveltuvat tietyntyyppisiin ongelmiin paremmin kuin toiset.
Koordinaatiston valinta on usein ensimmaéinen askel fysiikan tehtdvin rat-
kaisussa. Esimerkiksi kahden kappaleen liikettd voi tarkastella ns. laborato-
riokoordinaatistossa, jossa kappaleet liikkkuvat kiinnitetyn taustan paalla, tai
toisen kappaleen voi kiinnittda lepokoordinaatistoon, jolloin se pysyy paikoil-
laan toisen kappaleen liikkuessa suhteessa siihen. Lisdksi voidaan tarkastella
esimerkiksi massakeskipistekoordinaatistoa, jossa molemmat kappaleet liik-
kuvat suhteessa yhteiseen massakeskipisteeseen. Koordinaatiston valinta ei
muuta tilanteen fysiikkaa, mutta se voi helpottaa ongelman matemaattista
ratkaisemista.

1.2.1 Vaaka- ja pystyvektorit

Usein, varsinkin matematiikassa, on tapana merkitd vektoreita niin sanotul-
la matritsimerkinndlld, jossa vektorin komponentit merkitddn jarjestettyyn
listaan. Lista kirjoitetaan joko pysty- tai vaaka-asentoon. Matriisilaskennas-
sa on toisinaan oleellista merkitysta silld, kummin péin vektori kirjoitetaan,
mutta toistaiseksi seikka on ldhinnd merkintatekninen.
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Vaakavektorimerkinndssi on liséksi kaksi merkintdtapaa, joista toisessa
alkiot erotetaan pilkulla ja toisessa ei. Vektorin v = v,i + v,j + v.k erilaiset
merkintitdvat ovat

Vg
U= Ui+ vy) + vk = (Vg,vy,0,) = (00 vy v.] = v, (1.2)
Uz

Pystyvektorin tapauksessa kiiytetdan joskus hakasulkeiden tilalla tavallisia
kaarisulkeita, mutta tdssi materiaalissa pitdydytadn hakasulkeiden kiytdssa.

Huomautus 1. Abitin kaavaeditoriin hakasulkumatriisin saa kirjoittamalla
kaavatilaan komennon ‘\bmatrix ja painamalla enter.

1.2.2 Karteesinen koordinaatisto

Tutuin koordinaatisto lienee karteesinen koordinaatisto. Kaksiulotteisessa
karteesisessa koordinaatistossa, eli xy-koordinaatistossa kappaleen paikka méa-
raytyy kahden koordinaatin mukaan. Koordinaatit kertovat kappaleen etéi-
syyden origosta vaaka- ja pystysuorassa suunnassa. Pisteen koordinaatti il-
moitetaan muodossa (x,y), jossa = kertoo vaakasuoran etdisyyden ja y pysty-
suoran. Origosta pisteeseen (z,y) kulkevaa vektoria kutsutaan pisteen paik-
kavektoriksi.

0 1 2 3 4 5

Kuva 1.5: Pisteen (5,2) paikkavektori.

Kappaleiden sijainti riippuu koordinaatistosta. Jos halutaan siirtya koor-
dinaatistosta toiseen tulee tehda koordinaatistomuunnos. Lineaarisessa koor-
dinaatistomuunnoksessa toisen koordinaatiston origo on eri paikassa kuin toi-
sen, mutta koordinaatistot eivit ole kiertyneet toistensa suhteen. Lineaarista
koordinaatistomuunnosta havainnollistetaan kuvassa 1.6.
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A

>

K.‘-

-

(6‘1)

Kuva 1.6: Koordinaatistossa K pisteen P koordinaatit ovat (4,3) ja koordi-
naatistossa K’ (-2,4).

Yleisesti lineaarinen koordinaatistomuunnos, eli origon siirto koordinaa-
tistosta K koordinaatistoon K’ tehddan vihentdmélld koordinaatiston K
koordinaateista K':n origon koordinaatit. Kuvan 1.6 tapauksessa K':n koor-
dinaatit saadaan seuraavasti:

¥=x-6
y=y+1

1.2.3 Komponentit

Vektorilaskenta helpottaa fysiikan ongelmien ratkaisua usein komponenttien
ansiosta. Yleisesti vektori voidaan jakaa minki tahansa kahden erisuuntaisen
vektorin suuntaisiin komponentteihin. Tama tarkoittaa sitd, ettd jos u ja v
ovat kaksi erisuuntaista tason vektoria, saadaan miki tahansa tason vektori
kirjoitettua nédiden vektorien avulla

a = tu+ sv, (1.3)

missd t ja s ovat reaalilukuja. Sanotaan, ettd vektori a on vektoreiden u ja v
lineaarikombinaatio.

Vektoreita u ja v kutsutaan kantavektoreiksi ja sanotaan, etti ne viritta-
vat koko kaksiulotteisen vektoriavaruuden. Kantavektoreiksi voidaan valita
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-
-

<

“v

X?

Kuva 1.7: Koordinaattimuunnos voi olla origon siirtdmisen lisdksi my6s
muunlainen. Koordinaatiston voi kiertda, eikd koordinaattiakselienkaan tar-
vitse valttdmatta olla kohtisuorassa. Koordinaatistoa, jossa akselit ovat koh-
tisuorassa sanotaan ortogonaaliseksi. Epdortogonaalisia koordinaatistoja tar-
vitaan paljon suhteellisuusteoriassa.

Kuva 1.8: Vektori a voidaan jakaa mielivaltaisten suuntaisten vektorien kom-
ponentteihin.
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mitkd tahansa kaksi erisuuntaista vektoria, mutta yksinkertaisin ja yleisin
tapa ilmaista vektorit on koordinaattiakselien suuntaisten yksikkévektorien
i ja j avulla. Kolmiulotteisen avaruuden virittiminen vaatii myds kolmannen
kantavektorin, joka yleensd valitaan z-akselin suuntaiseksi yksikkovektoriksi
k.

3
2 -
a
1
J
of ; 1 2 3 4 5

Kuva 1.9: Kuvan vektori @ voidaan ilmoittaa kantavektorien ¢ ja j avulla
a=>5i+3j.

Komponenttiesitys on kdytdnnollinen laskuissa, silld vektorien yhteen- ja
vahennyslasku sekd reaaliluvulla kertominen voidaan kaikki tehdd kompo-
nenteittain. Fysiikassa ollaan usein kiinnostuneita esimerkiksi pinnan mag-
neettikenttdd vastaan kohtisuorasta komponentista, tai jonkin voiman z- ja
y-suuntaisista komponenteista. Esimerkiksi Newtonin liikeyhtdlot on tapana
kirjoittaa komponenteittain.

Esimerkki 2. Vektorien yhteenlasku: Olkoon vektorit & = 3i — 27 ja @ =
—1 4 45 Talloin

vtu=3t—2]—i+45=21+2j
ja

V—u=31—2j+1—4) = 4i — 67.

Karteesisessa koordinaatistossa koordinaattiakselit ovat kohtisuorassa. T4él-
16in vektorin pituus, eli normi, saadaan laskettua komponenteista Pythago-

raan lauseen avulla.
0] = \/v2 + v + 02 (1.4)

Kuten aiemmin mainittiin, on fysiikassa usein tarpeen etsid vektorin kom-
ponentteja tietyssd suunnassa. Esimerkiksi magneettikenttdvektorin kddmin
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pinnan suuntainen komponentti on usein tarpeen. Vektorin skalaarikom-
ponentt: saadaan laskettua vektorien vilisen pistetulon avulla. Karteesisen
koordinaatiston pistetulo on

a-b=ayb, + ayb, + a.b,. (1.5)

Huomautus 2. Pistetulon tuloksena on reaaliluku, eiké vektori. Tésta syysta
sitd kutsutaan myos skalaarituloksi.

Geometrisesti pistetulo kuvaa sitéd, kuinka paljon yhteistd suuntaa vek-
toreilla on. Mikali pistetulo on nolla, ovat vektorit tdsmélleen kohtisuorassa.
Negatiivinen pistetulo vastaavasti tarkoittaa, ettid vektoreilla on enemméin
vastakkaista suuntaa, eli niiden vélinen kulma on yli 90°. Tarkemmin ottaen
vektorien vilinen kulma voidaan laskea pistetulon ja vektorien pituuksien
avulla.

~

—a-b, (1.6)

I
j=all

cosa =

f=al

missa a ja b ovat vektorien @ ja b suuntaisia yksikkovektoreita.
Skalaariprojektio a, tarkoittaa vektorin a projektion pituutta vektorilla

b. Tami saadaan laskettua kulman avulla, silld projektio muodostaa vektorin

kanssa suorakulmaisen kolmion, jonka toinen kateetti skalaariprojektio on.

o

a COs

- >
b

Kuva 1.10: Vektorin @ skalaariprojektio vektorille b on a:n pituus kerrottuna
vektoreiden vilisen kulman kosinilla.

Vektorin a skalaariprojektio vektorin b sunnassa saadaan, kun vektorin a@
pituus kerrotaan vektorien vilisen kulman kosinilla. Kun « on vektorien a ja
b vélinen kulma, skalaariprojektio on

ap = |a| cos v = =a-b. (1.7)
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Toisin sanoen skalaariprojektio on vektorin a@ pistetulo b:n suuntaisen yk-
sikkovektorin kanssa.

Skalaariprojektiosta saadaan vektorin @ vektorin b suuntainen kompo-
nenttivektori, eli vektoriprojektio a,. Yleisesti, kun halutaan vektori tiettyyn
suuntaan, kerrotaan haluttu pituus haluttua suuntaa vastaavalla yksikkovek-
torilla. Niinpa vektoriprojektio saadaankin, kun skalaariprojektio kerrotaan
vektorin b suuntaisella yksikkovektorilla.

a, = (a-b)b (1.8)

Esimerkki 3. Lasketaan vektorin a = [1 2 3} komponentti vektorin b =
[4 D 61 suunnassa.
Vektoin b suuntainen yksikkévektori on:

g_ﬂ_ 4 5 6] _[L 5 L]
Skalaarikomponentiksi saadaan siten
4 5 6 32

a-b=1

42— 3 — .
V77 V7T VTT VT

Vektorikomponentti saadaan yksikkévektorin b suunnalla

PO
(“'b)b:ﬁ'[rﬁ vl Ik

1.3 Ristitulo ja skalaarikolmitulo

Kolmiulotteisen vektoriavaruuden vektorien vilille voidaan maarittda piste-
tulon lisdksi my0s toinen kertolasku, jota kutsutaan ristituloksi tai vektoritu-
loksi. Ristitulon laskemiseksi tarvitsemme kuitenkin ensiksi determinanttia.

1.3.1 Determinantti

Determinantti on vektori- ja myohemmin matriisialgebran kdteva tydkalu.
Vektorilaskennassa sen avulla voidaan laskea esimerkiksi ristituloja ja tason
parametrimuotoisia yhtéloita.
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Determinanttia kannattaa ajatella merkintiné, joka tiivistda pitkian lausek-
keen. 2 X 2-determinantti méaéritelldin:

a b
d

' = ad — b. (1.9)

Yhtilo (1.9) saattaa ndyttiaa yksinkertaiselta, mutta kun determinanttiin tu-
lee lisda riveji, pitenee lauseke jo huomattavasti. Yleisimmin tarvittujen 3 x 3-
determinanttien laskemiseen tarvitaan nimittidin 2 x 2-kokoisia alidetermi-
nantteja:

a b c

d e f:aZ {—b‘d J;+c'd Z (1.10)
g h i g g
Kokonaan avattuna kolmirivinen determinantti on siis
a b ¢
d e f|=aei—afh—>bdi+bfg+ cdh— ceg. (1.11)
g h 1

Nelirivisiin determinantteihin tarvittaisiin vastaavasti kolmirivisid alideter-
minantteja ja niin edelleen. Suurten determinanttien laskemiseen kiytetain-
kin yleensé tietokonetta. (Paitsi Viljami, joka avasi viisirivisen determinantin
kéisin.)

Huomautus 3. Abitin kaavaeditorissa determinanttimerkinnédn saa kirjoit-
tamalla kaavatilaan pikakomennon \vmatrix ja painamalla enter.

1.3.2 Ristitulo

Vektoreiden a = xlg + ylj + 21/;; ja b= 372% + ij + 22]% valinen ristitulo on
méaritelty determinanttina, jossa ylimmélle riville asetetaan yksikkévektorit:

gk
axXb= 1 Y1 21 (]_]_2)
T2 Y2 22

Esimerkki 4. Vektoreiden @ = i + 2] + 3k ja b = 4i + 5j + 6k villinen


http://www.fyma.eu/matemaattinen/5rivi.html
http://www.fyma.eu/matemaattinen/5rivi.html
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ristitulovektori on

ik
|2 3‘ |1 3' A12‘
1 2 3/=1 - +k
4 4
L5 6 5 6 6 5
= —3i+65 — 3k

Huomautus 4. Ristitulon symboli saadaan abitin kaavaeditorissa pikako-
mennolla \times.

Ristitulon tulona saadaan siis vektori, toisin kuin pistetulon tapauksessa.
Geometrisesti ristitulovektori asettuu kohtisuoraan molempia vektoreita vas-
taan, ja siten myos kohtisuoraan niiden maaraamaa tasoa vastaan. Ristitulon
avulla onkin siis ddrimmaéisen helppoa méarittad tason normaalivektori.

Kuva 1.11: Ristitulovektori on kohtisuorassa alkuperiisid vektoreita vastaan.

Lisiiksi vektoreiden a ja b ristitulovektorin pituus antaa vektoreiden virit-
tdméan suunnikkaan pinta-alan. Suunnikkaan pinta-alan geometrisen kaavan
avulla saammekin ristitulovektorin pituudelle skalaarimuotoisen kaavan:

|a x b| = |a||b] sin O, (1.13)
missd 6 on vektoreiden valinen kulma.

Esimerkki 5. Vektoreiden a = i + 2}' + 3k jab=4i+55+ 6k virittamin
suunnikkaan ala on niiden vélisen ristitulovektorin pituus. Ristitulo laskettiin
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jo edelld, joten nyt riittdé laskea vektorin pituus.

la x b = \/(—3)%+ 62+ (=3)2 ~ 7,35

Vektorien vilisen kulman voi maarittad seké pistetulon, ettd ristitulon avulla.
Ristitulosta saadaan

laxb 735

_ ~ (0,22
|a||b| 3,74 - 8,77 ’7

sinf =
josta kulma
0 =12,95°

Vastaavasti pistetulosta B B
a-b=lallb| cosd

saadaan kosini

1-44+2-5+3-6
| 3,74-8,77

cosf = ~ 0,9756,

a-b
allb

ja kulmaksi
0 =12,95°.

Ristitulolla on muutamia ominaisuuksia, jotka saattavat helpottaa sen
kayttoa:

e Vaihdantalaki ei ole suoraan voimassa. Sen sijaan ristitulon sanotaan
olevan antikommutatiivinen, eli

axb=—(bxa). (1.14)
e Osittelulaki yhteenlaskun suhteen on sen sijaan voimassa:
ax(b+c¢)=axb+axeée. (1.15)

e Mydés reaaliluvulla kertominen toimii kuten pistetulolle:

raxb=axrb=r(axb) (1.16)

e Tulon nollasdénto patee hieman sovellettuna: Jos a x b=0,ona=0,
b =0 tai sitten a ja b ovat yhdensuuntaisia (sin 0° = sin 180° = 0).
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Koska ristitulo on mééritelty vain kolmiulotteisessa avaruudessa, on silld
runsaasti fysiikan sovelluksia. Sitd tarvitaan usein pyorimisen mekaniikassa,
silli voiman momentti on méairitelty ristitulon avulla. Ristituloa tarvitaan
my6s sihkémagneettisen Lorenz-voiman kanssa, joka kohdistuu magneetti-
kentdssd liikkkuvaan varattuun hiukkaseen.

Matematiikassa ristituloa voi soveltaa hyvin tason normaalivektorin méaa-
rittdmiseen, silld tason minki tahansa suuntavektoreiden ristitulovektori on
aina tason normaalivektori. Tason yksikkonormaali voidaankin méarittaé las-
kemalla ensin ristitulovektori ja jakamalla se pituudellaan:

A= LX52 (1.17)
’81 X 82’
missé n on tason yksikkonormaali ja $; ja s3 ovat tason jotkin suuntavektorit.

Edelld mainittu tulon nollasdinnén sovellus antaa myds mahdollisuuden
tutkia vektoreiden yhdensuuntaisuutta ristitulon avulla, silld jos molemmat
vektorit ovat nollasta poikkeavia, on niiden ristitulo nolla jos ja vain jos
vektorit ovat yhdensuuntaiset (saman- tai vastakkaissuuntaiset).

1.3.3 Skalaarikolmitulo

Skalaarikolmitulo, tai lyhyemmin kolmitulo maéaritelliin kolmen vektorin
kesken. Ristitulovektorin pituus vastaa vektorien virittdméan suunnikkaan
pinta-alaa, ja vastaavasti skalaarikolmitulon arvo vastaa kolmen vektorin
muodostaman suuntaissdrmién tilavuutta. Skalaarikolmitulo vektoreiden a,
b ja ¢ valilli madritelliin

V= (axb)-c (1.18)
Skalaarikolmitulosta tuleekin siis tuloksena skalaari, silli ensin lasketaan vek-
torien @ ja b vélinen ristitulo, jonka jilkeen saadun vektorin, ja vektorin ¢ vi-
linen pistetulo. Tulojen jarjestykselld ei itseasiassa ole merkitysté, silla vaikka
ristitulon ja pistetulon vaihtaa, tulos on edelleen sama

(@xb)-c=a-(bxe). (1.19)

Asiaa enempéad perustelematta voidaan todeta, ettd skalaarikolmitulon voi
laskea myos suoraan yhdelld determinantilla. N&in sdfstda hieman vélivai-
heita laskussa.

~ Az Ay Ay
(@xb)-c= b, b, b, (1.20)
Cp Cy C;

Koska skalaarikolmitulo antaa suuntaissdrmion tilavuuden, voidaan huomata,
ettd mikali skalaarikolmitulon arvo on nolla, kaikki vektorit ovat samassa
tasossa!
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Kuva 1.12: Kolme erisuuntaista vektoria virittdd suuntaissdrmion, kun ne
lihtevit samasta pisteestd. Vektorikolmitulolla voi laskea suuntaissirmion
tilavuuden.

1.4 Napakoordinaatisto

Tasossa toinen yleisesti kiytetty koordinaatisto on nimeltdin napakoordinaa-
tisto (eng. polar coordinate system). Vektorin kuvaamiseksi tarvitaan aina
yhtd monta lukua, kuin silli on ulottuvuuksia. Niinpi tason vektoriin tar-
vitaan kaksi ja tila-avaruuden vektoriin kolme. Tavallisessa karteesisessa ta-
sokoordinaatistossa nama luvut ovat tietysti vektorin z- ja y-komponentit,
mutta vektorin voi kuvata myos muilla tavoin. Napakoordinaatistossa luvut
ovat vektorin pituus r ja suuntakulma 6.

Kulma 0° on positiivisen z-akselin suunnassa, ja kulma kasvaa siita vasta-
paivadn kiertamalld. Jokainen tason piste voidaankin nyt esittdd kun tunne-
taan sen etdisyys origosta, sekd suuntakulma, johon se on sijoittunut. Koor-
dinaattimuunnos karteesisten ja napakoordinaattien véililld on helppo tehda,
kun napakoordinaatit tunnetaan. Talloin vektori muodostaa suorakulmaisen
kolmion hypotenuusan ja suuntakulma toisen terdvistd kulmista. Trigono-
metristen funktioiden avulla saadaan

{x:rcosé’ (1.21)

y =rsinf

Napakoordinaatiston vektori kirjoitetaan muodossa (r,0).
Kainteismuunnos karteesisista koordinaateista napakoordinaatteihin voidaan
my6s padtelld kolmion avulla, mutta jitetddn sen laatiminen harjoitustehté-
vaksi.

Tietyissa tilanteissa napakoordinaatit yksinkertaistavat kasilla olevaa on-
gelmaa huomattavasti. Kuten aiemmin jo todettiin, koordinaatiston valin-
ta el muuta fysiikkaa, eli ongelman voi periaatteessa ratkaista missé tahansa
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°99¢ o1z 58T

Kuva 1.13: Napakoordinaatisto

koordinaatistossa. Ympyriasymmetrisissi systeemeissi napakoordinaatit ovat
useimmiten erittdin kaytdnndllisia, silla silloin kdyrien yhtélot napakoordi-
naatistossa ovat yleensd hyvin yksinkertaisia, ja karteesisessa varsin moni-
mutkaisia. Fysiikassa koordinaatisto on yleensd mahdollista kiinnittdd myds
mielivaltaiseen paikkaan, joten ongelman ratkaisuun vaikuttaa myds paljon
se, mihin origo on asetettu.

Esimerkiksi origokeskisen ympyran yhtdlo on erittdin yksinkertainen, silla
se on yht&lo, jossa r on vakio (vrt. karteesisen koordinaatiston pysty- ja vaa-
kasuorat). Mikéli kulma € on vakio, muodostuu napakoordinaatistoon origon
kautta kulkeva suora.

1.5 3-ulotteiset koordinaatistot

Karteesisen koordinaatiston etu on, ettd jokainen komponentti siiné on aina
samanlainen. Kolmannen ulottuvuuden lisddminen ainoastaan lisdd vekto-
riin yhden luvun, jonka luonne on aivan samanlainen kuin kahden aiemman-
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\J

Kuva 1.14: Koordinaattimuunnos napakoordinaateista karteesisiin toimii sa-
maan tapaan kuin yksikkéympyré.

kin. Karteesinen koordinaatisto sopiikin hyvin tiettyihin tilanteisiin, mutta
fysiikassa kohdataan varsin usein esimerkiksi pallosymmetrisid ilmi6ita, jol-
loin karteesinen koordinaatisto ei ole omiaan kuvaamaan sitd. Pistevarauk-
sen luoma sdhkokentté tai siteilyldhteen ldhettamaé séteily ovat esimerkkejé
tasaisesti jokaiseen suuntaan levidvista pallosymmetrisestd ilmiosta.

Toinen 3-ulotteinen koordinaatisto on sylinterikoordinaatisto. Se on yksin-
kertainen laajennos napakoordinaatistoon, jossa napakoordinaatiston keskel-
le lisdtadn z-akseli, kuten karteesisessa koordinaatistossakin. Téll6in pisteen
paikka avaruudessa madriytyy kolmella luvulla, jotka ovat napakoordinaatis-
ton mukainen kulma 6, etiisyys pystyakselista r, seké korkeus z nollatasoon
nihden.

Karteesisten koordinaattien muuntaminen sylinterikoordinaateiksi on help-
poa, silld z- ja y-koordinaatit muuntuvat kuten napakoordinaatiston tapauk-
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Kuva 1.15: Ruusukiyran yhtilo on verrattain yksinkertainen napakoordinaa-
teissa r(0) = a cos(kf + ¢o) Parametri a kuvaa terdlehtien pituutta. Jos k on
pariton kokonaisluku, muodostuu kiyrdian k terdlehted. Mikédli £ on parilli-
nen, muodostuu 2k terédlehtea.

sessa, ja z-koordinaatille ei tapahdu mitaén.

T =1rcosf
y =rsind (1.22)
z=2z

Sylinterikoordinaatiston vektori on tapana kirjoittaa muodossa (r,0,z).

My6s pallokoordinaatistossa pisteen paikka kuvataan kolmella luvulla.
Yksi luvuista on suora etdisyys origosta r ja kaksi muuta kulmia. Toinen
kulmista, ns. atsimuuttikulma ¢ saadaan samalla tavalla, kuin napakoordi-
naateissa tai sylinterikoordinaateissakin. Toinen taas, ns. inklinaatiokulma
0, saadaan poikkeamana pystysuunnasta, eli kulma on siteen r ja z-akselin
valinen.

Fysiikassa pallokoordinaatiston vektori on tapana kirjoittaa (r.0, ¢). Téa-
mé kdytdnto on kansainvilisen standardijarjestéon [SO:n mukainen nimea-
miskiytanto, mutta jostain syystd matematiikan piirissa kdytetdan merkin-
t0jd, joissa 0 ja ¢ vaihtavat paikkaa, niin ettd keskimmaiinen koordinaatti
tarkoittaa atsimuuttikulmaa ja viimeinen inklinaatiokulmaa. Talla kurssilla
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Kuva 1.16: Sylinterikoordinaatisto.

kiytetddn ensimmaéistd merkintdtapaa, mutta kulmien kanssa tulee olla aina
tarkkana kun etsii tietoa eri ldhteista.
Koordinaattimuunnos pallokoordinaateista karteesisiin saadaan seuraa-

vasti:

x =rsinfcosy
y =rsinfsing

z=rcosf

(1.23)

Vastaavasti kidnteismuunnos karteesisista koordinaateista pallokoordinaat-
teihin saadaan

r=\/x?+y?+ 22
6 = arccos £ = arccos ——=2——
r /22 fy2 122

— Yy
p = arctan 2

(1.24)
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(r; 0, )

X

Kuva 1.17: Pallokoordinaatistossa paikka méardytyy kahdella kulmalla ja
etédisyydella keskipisteesté.



Luku 2

Kompleksiluvut

Kompleksilukujen joukko on reaalilukujen joukon laajennos. Kompleksiluku-
jen tarve nousi jo 1500-luvulla, kun kolmannen ja neljannen asteen yhtéloi-
den ratkaisukaavoja yritettiin 16ytda. Italialaismatemaatikko Girolamo Car-
dano julkaisi kaavat kirjassaan Ars Magna. Jos kolmannen asteen yhtalolla
on kolme nollasta poikkeavaa ratkaisua, paddytddan ratkaisukaavan johdos-
sa vaistaméatta tilanteeseen, jossa negatiivisesta luvusta joudutaan ottamaan
neligjuuri. Cardano laski kirjassaan, aivan oikein, tulon

(5+v—15)(5—v/—15) = 25—5v/—15+5v/—15—+/—15y/—15 = 25+15 = 40.

Lopputulos on reaaliluku 40, mutta vélissa esiintyy negatiivisia lukuja juurten
alla. Cardano kutsui lukuja latinaksi numers ficti, eli kuvitteellisiksi luvuiksi.

Cardanon aikaan edes negatiiviset luvut eivat olleet vield kovin suosittu-
ja, eikd kompleksilukuja pidetty alkuun missdan méaarin merkittdvana. René
Descartes kutsui lukuja imaginaarisiksi, eikd niilld ndhty olevan mitddn mer-
kittavaa kiyttod, muuten kuin tyokaluna tai vélivaiheena. 1700-luvulla komplek-
silukujen tutkimus kuitenkin edistyi eritoten Eulerin ja de Moivren tdiden
kautta, vaikka niille ei vield merkittdvid sovelluskohteita ollutkaan. 1800-
luvun edetessi fyysikot alkoivat lopulta tarttua kompleksilukuihin ja niitd
hyodynnetiddnkin hyvin monella fysiikan alalla, kuten virtausmekaniikassa,
sihkémagnetismin teoriassa ja ennen kaikkea kvanttimekaniikassa. Kvantti-
mekaniikassa kompleksiluvut ovat valttdméattomid, ja vaikuttaakin silta, ettéd
ne ovat jollain syvilliselld tavalla osana luonnonlakeja. Suuria yhtenéisteorioi-
ta etsiessd on vildytelty myos kvaternioiden ja oktonioiden liittyvén fysiikan
perusteorioiden rakenteisiin.

26
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2.1 Lukujoukot

Lukujoukot ovat kehittyneet aikojen saatossa ja niitd on laajennettu sitd mu-
kaa kun tarve niille on kasvanut joko kiytidnnon elamassi, tai matematiikan
piirissa. Joukkoa sanotaan suljetuksi jonkin operaation suhteen, mikéili ope-
raation tuloksena saatava luku kuuluu lukujoukkoon.

1.

Luonnolliset luvut N = {0,1,2,3, ...} ovat yksinkertaisin yhteenlaskun
ja kertolaskun suhteen suljettu lukujoukko, jolla voidaan kuvata asioi-
den lukumé&araa.

. Kokonaislukujen joukko Z = {...,—2,—1,0,1,2, ...} laajentaa luonnol-

lisiin lukuihin mukaan my6s negatiiviset luvut. Kokonaislukujen jouk-
ko on suljettu yhteenlaskun ja kertolaskun lisiksi myos vahennyslaskun
suhteen.

Rationaalilukujen joukko Q = {™, missd m,n € Z}, eli murtolukujen
joukko on suljettu myos jakolaskun suhteen (poislukien nollalla jaka-
minen).

Reaalilukujen joukko R lisdé rationaalilukuihin ¢rrationaaliluvut, eli lu-
vut joita ei voi esittdd kahden koknaisluvun osaméirdand, esimerkiksi
1 x 1 -kokoisen nelion livist#jin pituus v/2. Reaalilukujen mukaan ot-
taminen ei lisda uusia laskutoimituksia, mutta reaalilukujen joukko to-
teuttaa tdydellisyysaksiooman, joka vapaasti suomennettuna tarkoittaa
sitd, ettd reaalilukusuorassa ei ole aukkoja.

Kompleksilukujen joukko C laajentaa reaalilukujen joukon kaksiulot-
teiseksi, siten ettd polynomiyhtélolla on aina astelukunsa verran rat-
kaisuja.

(N D)Z)Q ) R ) C

Kuva 2.1: Lukujoukot ovat toistensa osajoukkoja.



LUKU 2. KOMPLEKSILUVUT 28

2.2 Kompleksilukujen joukko

Tarkastellaan yksinkertaista polynomiyht#lod 22 +1 = 0. Reaalilukua z, joka
toteuttaa yhtalon, ei ole olemassa. Ratkaisu etenee kohtaan, jossa juuren alle
jaa negatiivinen luku.

?+1=0
?=—1

r==xv-1

Kompleksilukujen joukossa ratkaisu kuitenkin on olemassa! Tehd&én lukujou-
kon laajennus imaginaariyksikon i (insindoritieteissd joskus 7) avulla. M&&-

ritellddn
i2 = —1. (2.1)

Valitaan kaksi muuttujaa z € R ja z € C. Reaaliluku yht&lolla ei siis ratkai-
sua ole, mutta kompleksiyhtalolla

2 =-1 (2.2)

on ratkaisu

z=4V—1==i. (2.3)

Muuttujien nimedminen on tietysti vapaata, kuten aina, mutta yleisen
kiytdnnon mukaan reaalimuuttujaa merkitédin lihtokohtaisesti x ja komplek-
simuuttujaa z.

Kaikki kompleksiluvut voidaan esittda kahden reaaliluvun a ja b avulla

muodossa
2 = a+1b. (2.4)

Lukua a kutsutaan luvun z reaaliosaksi ja lukua b imaginaariosaksi.

Huomautus 5. Kompleksilukujen laskutoimitukset muistuttavat huomat-
tavan paljon kaksiulotteisten vektorien laskutoimituksia! Reaaliosa on kuin
x-komponentti ja imaginaariosa kuin y-komponentti.

Esimerkki 6. Ratkaise toisen asteen yhtilo 22 + 2z + 5 = 0.
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Kaytetadn toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa:

—2+v22-4-1-5

= 2.1

B ERVAST;

7 2
944y

pE
_9 44

T

2= 142

Reaalilukujen joukossa ratkaisuja ei siis ole, mutta kompleksilukujen joukossa
niitd on kaksi: —1 4 2¢ ja —1 — 2.

2.2.1 Kompleksilukujen laskutoimitukset

Kompleksiluvuilla laskettaessa noudatetaan reaaliluvuista tuttuja laskusién-
t6jd, mutta jos laskuihin ilmestyy imaginaariyksikon nelio 2 sen voi korvata
luvulla -1. Olkoon kompleksiluvut z = a+bi ja w = ¢+ di. Laskutoimitukset
lukujen vililla méaritelladn seuraavasti:

o Yhteenlasku

z+w=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i

e Vihennyslasku

z—w=a+bi—(c+di)=a+bi—c—di=(a—c)+ (b—d)i

e Kertolasku

zw = (a+ bi)(c+ di) = ac+ adi + cbi + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc)i

e Jakolasku harjoitustehtiaviana.

Erityisesti kerto- ja jakolasku kannattaa suorittaa tapauskohtaisesti, eiké kaa-
voja kiyttien. Liitdnta- ja vaihdantalaki ovat voimassa sekd yhteen- etta ker-
tolaskun suhteen myds kompleksiluvuilla laskiessa. Olkoon kompleksiluvut
21, 2z ja z3. Talloin
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e 21 + (22 + z3) = (21 + 22) + 23 (Liitdntdlaki yhteenlaskun suhteen)
o 21(2223) = (2122)23 (Liitdntilaki kertolaskun suhteen)
e 21 + 25 = 23 + z; (Vaihdantalaki yhteenlaskun suhteen)

® 2125 = 292 (Vaihdantalaki kertolaskun suhteen).

2.2.2 Kompleksilukujen graafinen esitys

Reaalilukuja visualisoidaan yksiulotteisella lukusuoralla. Kompleksiluvuis-
sa on kaksi osaa, reaaliosa ja imaginaariosa, joten niit voidaan visualisoida
kompleksitasossa. Kompleksitaso muistuttaa tavallista xy-koordinaatiostoa,
mutta x-akselilla esitetddn reaaliosa ja y-akselilla kompleksiosa.

Im
z2=x+1
?J’***" Y
\
\
\
|
0 X Re

Kuva 2.2: Kompleksiluvut muodostavat kaksiulotteisen tason. Kaikki reaali-
luvut 16ytyvit reaaliakselilta.

Kompleksiluvut muistuttavatkin hyvin paljon kaksiulotteisia vektoreita,
silld molemmat voidaan ajatella kaksiulotteisen tason pisteind. Kompleksilu-
vut ovat kuitenkin oma matemaattinen rakenteensa, silli vektoreille ei esi-
merkiksi ole mééaritelty jakolaskua.

Graafinen esitys havainnollistaa kitevisti esimerkiksi kompleksilukujen
itseisarvoja. Kompleksiluvun itseisarvo on kompleksitason pisteen etiisyys
origosta. Se lasketaan samaan tapaan kuin vektorin pituus, eli Pythagoraan
lausetta hyodyntden. Kompleksiluvun z = a + bi itseisarvo on

2] = VaZ + B2, (2.5)
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2.2.3 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti

Kompleksianalyysisséd vastaan tulee usein liittoluvun késite. Fysiikassa kiyte-
tddn tosin useammin termid kompleksikonjugaatts. Kompleksikonjugaatti on
kompleksiluvun peilikuva reaaliakselin suhteen.

Im
A )
Z=Xx+i
yr-——-; ‘ y
r/
@
oNe x > Re
N
_y ______ ‘_ )
Z=x—1iy

Kuva 2.3: Kompleksikonjugaatti on luvun peilikuva reaaliakselin suhteen.

Luvun z liittolukua merkitdan joko vektoriviivalla z tai tdhdelld z*. Fy-
siikassa tyypillisempi merkintd on z*, jolloin ilmeistd sekaannuksen vaaraa
vektoreihin ei ole. Kompleksikonjugaatti saadaan muuttamalla imaginaario-
san merkki. Luvun z = a + ib kompleksikonjugaatti on siis

2* =a — bi. (2.6)
Kompleksikonjugaateille pitee joitain kiinnostavia tuloksia.
e 2+ 2" =2Re(z)
°
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2.2.4 Napakoordinaattiesitys

Koska kompleksiluvun voi esittds koordinaatistossa, voi esitykselle tehda
myo6s koordinaattimuunnoksen. Napakoordinaattiesityksessd reaali- ja ima-
ginaariosan kertoimet korvataan kompleksiluvun itseisarvolla |z| = r (vrt.
paikkavektorin pituus) ja suuntakulmalla ¢.

Im A ,
Z=X+VI

‘f -
O X Re

Kuva 2.4: Kompleksiluvun voi esittdd napakoordinaatistossa.

Kompleksiluvun napakoordinaattiestitys saadaan, vastaavasti kuin pis-
teen (z,y) koordinaatin muunnos edeltivissa luvussa.

2=+
r=lzl = vat+y?= Ve (2.7)
_ Y
tanyp = =
T

Trigonometristen funktioiden avulla voidaan todeta, ettd

T = T COS
s (2.8)
Yy = rsine

Napakoordinaattiesitykseksi saadaan siten

z=rcosp+irsing =r(cosp +isinp). (2.9)
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Huomautus 6. Eulerin lause
Téassé vaiheessa otetaan erikseen perustelematta kiyttoon Eulerin lause:

€'Y = cosp + ising (2.10)

Eulerin lauseen avulla kompleksiluvun napakoordinaattiesitykseksi saadaan
z=re. (2.11)

Kompleksikonjugaatin kulma on kompleksiluvun kulman vastakulma, jo-
ten kompleksikonjugaatin napakoordinaattiesitys on

2= (2.12)

Napakoordinaattiesitys tarjoaa esimerkiksi kitevin tavan kompleksiluku-
jen potenssien laskemiseen. Téatd varten tarvitsemme De Moivren kaavaa.

(cosx +isinz)" = cosnx + isinnx (2.13)
Luvun z = r(cos ¢ + ising) n:s potenssi on siten

2" = 1r"(cosnp + isinny). (2.14)



Luku 3

Funktiot, derivaatta ja integraali

Derivaatta on eréds keskeinen fysiikan tyokalu, silld erilaisten asioiden muu-
tosnopeudet ovat fysiikassa usein kiinnostavia. On selvii, ettd esimerkik-
si liikkeen tarkastelussa nopeus kuvaa paikan muutosta, eli derivaattaa, ja
kiihtyvyys taas nopeuden muutosta. Derivaatalla on kuitenkin merkittava
rooli my0s monissa muissa aiheissa, esimerkiksi sdhkovirran maéritelmassa,
indusoituvan jannitteen médrassd tai radioaktiivista hajoamista kuvaavan
hajoamislain kanssa.

3.1 Funktiot fysiikassa

Newton kuvasi kappaleen liikettd ajassa. Matemaattisen funktion kisite on
periisin samoilta ajoilta, ja sitd kiytti ensimmaisend saksalaismatemaatikko
Gottfried Leibniz vuonna 1694. Fysiikassa tdméi alkuperdinen funktion ki-
sittely laskulausekkeena yleensd riittda varsin hyvin, vaikkakin 1700-luvulla
Leonhard Euler laajensi késitteen kisitteleméddn mitd tahansa lukujen vélis-
td relaatiota ja 1837 saksalainen Gustav Lejeune Dirichlet esitteli nykyisen
kaltaisen funktiokésityksen, joka ei ole sidottu pelkéistidin laskutoimituksiin.

Fysiikassa funktiot ovat usein ajan funktioita. Tamé& ei kuitenkaan ole
missddn nimesséd vaistdmatontd, vaan funktioita voidaan méédritelld useiden
eri muuttujien suhteen. Kappaleen nopeuden voi usein esimerkiksi ilmoittaa
seka, paikan, ettd ajan funktiona.

Esimerkki 7. Useimmiten liikkeen kuvauksessa pyritdin tasaisen tai tasai-
sesti kiihtyvan liikkeen malleihin, mutta toisnaan ovat monimutkaisemmat
mallit tarpeen. Jos tunnetaan nopeuden riippuvuus paikasta funktiona, ja
paikan riippuvuus ajasta saadaan nopeuden lauseke sisdfunktion kéisitteen

34
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avulla:

v(s) = s> +3s — 2
s(t) =2t —3
v(t) = (2t —3)* +3(2t —3) — 2 =4t> — 6t — 2

Kuten edellisesséd luvussa todettiin, fysiikan suureet ovat usein vektorisuu-
reita. TAma ei sindnsa hairitse lainkaan, silld funktiot voivat olla vektoriar-
voisia ja ottaa vektoreita argumenteikseen. Matematiikassa mukaan otettai-
siin 1ahto- ja maalijoukkojen késitteet siten, ettd esimerkiksi kolmiulotteisia
vektoreita kisittelevi funktio olisi mééritelty f : R® — R3. Fysiikassa niis-
td joukoista ei niinkdin usein murehdita, mutta ne on hyvé pitda taustalla
mielessd. Esimerkiksi vinossa heittoliikkeesséd olevan kappaleen paikkavekto-
ri muuttuu eri tavoin vaaka- ja pystysuunnassa. Usein komponenttiyhtalot
on tapana kirjoittaa erikseen, mutta mikdédn ei estda meité kirjoittamassa sitd
vektorimuodossa:

~ A 1
7(t) = (20 + vout)i + (Yo + vout — §gt2) J

3.2 Derivaatta

Derivaatta kuvaa muutosta. Usein suureiden muutokset ovat kiinnostavia
suureita itsessddn, joten suureiden vilisid yhteyiksid méaaritelladn usein de-
rivaatan kautta. Lisdksi monet todellisen maailman ongelmat ovat varsin
monimutkaisia, eivitki niiden mallintamiseen riitd yksinkertaiset funktiot,
vaan kiiyttoon tarvitaan differentiaaliyhtalditd. Differentiaaliyhtalot ovat yh-
taloita, joissa on mukana jokin tuntematon funktio, sekd sen derivaattoja.
Ratkaisuna saadaan selville tdma funktio. Kerrataan seuraavaksi hieman de-
rivaattaa ja paneudeutaan differentiaaliyhtéloihin hieman my6hemmin.
Derivaatan tarkkaan matemaattiseen madrittelyyn voi tutustua pitkin
matematiikan syventavin kurssin Derivaatta [I-materiaalista. Fysiikassa riit-
tad yleensi se, ettd osaa derivoida funktioita sekd ymméartda mitd derivaatta
merkitsee. Derivaatta tarkoittaa muutosnopeutta, miki graafisessa tarkaste-
lussa on kéyrille piirretyn tangentin kulmakerroin. Mikéli kiyra kuvaa esi-
merkiksi kappaleen paikkaa, kertoo kiyralle piirretty tangentti, mihin suun-
taan kappale kulkisi, mikéli se jatkaisi tdsmélleen sen hetkiselld nopeudel-
laan kyseisestd kohdasta eteenpiin. Graafista derivaattaa tarvitaan etenkin,
kun funktion tarkkaa muotoa ei tunneta. Mittausdatassa on usein niin pal-
jon epatarkkuutta, ettd kiisin tehty sovitus kuvaa tilannetta hyvin, jolloin


http://www.fyma.eu/derivaatta/derivaatta.pdf
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f(x+Ax)
o
B=x+Ax,f(x+A

D=(x+Ax fx)+f'(x)A>

Kuva 3.1: Sekantti kuvaa keskimidrdistd muutosta valilld ja tangentti het-
kellista.

muutosnopeutta on helppo arvioida méaarittadmalla kiyralle piirretyn tangen-
tin kulmakerroin. Tietokoneiden yleistyttyéd ja ohjelmien tultua helppokiyt-
toisemmiksi, on hyvin sovituksen laatiminen nykyisin varsin helppoa suu-
reenkin mittausdataan, joten hyvin monimutkaisellekin datalle saa nykyisin
analyyttisen funktion.

3.2.1 Derivointi

Derivoinniksi kutsutaan sitd, ettd méaritetdan funktio joka palauttaa jonkin
toisen funktion derivaattojen arvoja. Téssd kdytetddn hyvéksi niin sanot-
tua derivaatta-operaattoria, joka muuntaa funktion f derivaattafunktioksi
f'. Fysiikassa derivaattaoperaattoria merkataan perinteisesti symbolilla

d
dz’

missd x korvataan aina silld muuttujalla, jonka suhteen derivointi suoritetaan.
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Esimerkki 8. Derivointi q
—a? =2z

dzx

Derivaatan maaritelmé on erotusosamairian raja-arvo

) = lim L&) = (@) (3.1)
T—T0 T — To
Raja-arvon kdytto derivaatan laskemiseksi on kuitenkin etenkin fysiikassa
yleensd turhaa. Sen sijaan voimme kiyttdd ja soveltaa derivoimiskaavoja.
Erilaisten alkeisfunktioiden derivointiin on useita kaavoja, jotka l0ytyvat esi-
merkiksi taulukkokirjasta.

Tarkeimmat yleispéatevit derivoimiskaavat seuraavat siité, ettd derivointi
on lineaarinen operaatio. Se tarkoittaa, ettd derivoinnin voi suorittaa sum-
mattaville termeille erikseen ja kertoimen voi siirtda derivaatan ulkopuolelle.
Kaavamuodossa:

dz (3.2)

Liséksi funktioilla on usein sisdfunktioita, minki johdosta derivoinnin ket-
Jusddntd on erityisen tirked. Fysiikassa se kirjoitetaan hieman eri muodossa
kuin matematiikan tunnilla olemme tottuneet, mutta kiytté on silti saman-

laista:
df(g(x)) _ df dg
der  dgdx’
Yhdistetyn funktion derivaatta saadaan siis derivoimalla ulkofunktio sisé-
funktion suhteen, sekéd kertomalla sitd sisdfunktion derivaatalla. Ketjua voi
tarvittaessa jatkaa pidemmaéllekin.
Lisdksi usein tarvittuja kaavoja ovat tulon derivaatta ja osamadran deri-
vaatta. Kahden funktion tulo saadaan derivoitua seuraavasti

d d d
dfg _ df . .d9

(3.3)

= ) 3.4
dz d:vg dx (3-4)
Osamaédrille pétee
df flg—Ffg

Derivoinnin voi usein suorittaa useilla eri menetelmilld, jolloin kaikki tavat
tuottavat saman tuloksen.
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Esimerkki 9. Esimerkiksi rationaalifunktion

223 + 1
2

T

voi derivoida helposti ainakin kolmella tapaa. Sieventdmailla termeittain:

d2x*+1 d o 4 1 5 2
R = —2x - — -
dr x? dx 2 3

Osaméiaran derivaatalla:

d22*+1  (62%)2® — (22° +1)2z  22* — 22 5 2
—= = - == —9_ =

dr =z T

Tulon derivaatalla:

d23+1 d
S = St - 1) = (20 )2+ 1) + () (60?)
2 2
= —4 — E +6=2— E

Huomautus 7. Riippuvat ja riippumattomat muuttujat: Fysiikassa
suureiden vililla on tyypillisesti riippuvuus. Matematiikassa sanotaan yleen-
sd, ettd x on riippumaton (tai vapaa) muuttuja ja y on riippuva muuttuja,
ja riippuvuus ilmaistaan funktiolla y = f(x). Usein riippuvuussuhde voidaan
médrittad myos siten, ettéd ratkaistaan x y:n suhteen, jolloin riippumattomas-
ta muuttujasta tuleekin riippuva ja painvastoin. Fysiikassa todellisuus asettaa
usein riippuvuussuhteet méaaratyksi. Esimerkiksi aika on yleensa aina riippu-
maton muuttuja, ja muut muuttujat ilmaistaan ajan funktiona. Erityisesti
differentiaaliyhtéloissé, joissa esiintyy jotakin muuttujaa sekd sen derivaat-
taa, miaraytyy riippuvuussuhde derivaatan kautta. Muuttuja, jota derivoi-
daan, on riippuva ja muuttuja jonka suhteen derivoidaan on riippumaton.

3.3 Differentiaaliyhtialoista ja integroinnista

Integroiminen tarkoittaa derivoinnin kiénteistd operaatiota. Tunnemme siis
jonkin suureen muutosnopeuden, ja haluamme sen avulla selvittia suureen
arvon. Matemaattisesti tunnemme siis funktion derivaattafunktion, ja tehté-
vina on selvittda, minkd funktion derivaatta on kyseessé.

Yksinkertainen fysiikan esimerkki on, ettd tunnetaan kappaleen nopeus
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v(t) ja pyritddn tdmén tiedon avulla selvittdmiin missd kappale minékin
ajan hetkend on, eli ratkaistaan funktio z(t). Kyseessd on itseasiassa diffe-

rentiaaliyhtilo
dx(t)
—— =t 3.6
" = (e (36)
Periaatteessa minké tahansa funktion integrointi on siis differentiaaliyhtalén

ratkaisua. Esimerkiksi nopeuden ja paikan tapauksessa:

dx
i v(t)
dx = v(t)d

t
/da: = /U(t)dt (3:7)
:c(t):/v(t)dt

Y1la olevaa prosessia sanotaan itseasiassa muuttujan erotusmenetelmak-
si, eli separoinniksi. Siind differentiaaliyhtdlon muuttujat erotetaan yhtdlon
eri puolille ja integroidaan puolittain. Menetelméin ja muutamiin muihin
differentiaaliyhtaloihin palataan hieman my6hemmin.

Heti aluksi on syytd todeta, ettd yleistd ja suoraviivaista menetelmai
integroimiseen ei ole keksitty. Tietyn tyyppiset funktiot on helppo intergroi-
da, mutta toisin kuin derivoinnissa, emme useinkaan voi olla varmoja, ettéi
funktio on intgroituva. Kaikkia tavallisia algebrallisia yhtaloitdkadn ei valtté-
méattd voi ratkaista, mutta ratkaisumenetelmien avulla useimmiten nahdéaan,
ettd ratkaisua ei ole olemassa. Differentiaaliyhtéldiden tapauksessa sen sijaan
kiltisti ratkeavia yht&l6ita on verrattain vahan, eikd yhtélostd usein helpos-
tikaan née, 10ytyyko sille ratkaisua vai ei. Differentialilaskennan kehittanyt
Isaac Newton olikin tavallaan onnekas, silld hinen tutkimaansa taivaanmeka-
niikkaa koskevat differentiaaliyhtilot kahden kappaleen tapauksessa johtavat
helpohkosti ratkeaviin yhtéloihin. Kolmannen kappaleen mukaan tuominen
tosin johtaa yhtéloihin, joita ei voi taydellisesti ratkaista.

Huomautus 8. Differentiaali- ja integraalilaskenta keksittiin 1600-luvun lop-
pupuolella erikseen Newtonin ja saksalaisen Gottfried Leibnizin toimesta.
Newton kehitti menetelmét péddasiassa fysiikan teorioitaan varten, eiki jul-
kaissut niitd sellaisenaan. Leibniz ehti julkaista oman tyonsd aiemmin, ja
Newton syyttikin hintid tyonsi varastamisesta. Newton epdili, ettd Leibniz
oli padssyt késiksi hdnen toihinsd hidnen jaettua muistiinpanojaan Englannin
tiedeakatemia Royal Societyn jasenten valilla. Vihanpito ja taistelu kesti vuo-
sikausia (jopa satoja), mutta nykyisin, huolellisten muistiinpanojen tutkimi-
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sen jilkeen, uskotaan, ettd molemmat paityivit lopputulokseen itsenéisesti,

Newton derivoinnin kautta ja Leibniz integroinnin kautta.
Modernia differentiaalilaskentaa on sittemmin vield tarkennettu ja parannel-
tu 1900-luvulla, mutta Leibinizin merkinnét ja termit ovat varsin tarkasti

kaytossa sellaisenaan vield tdndkin paivina.

NEWTON, 1666 LEBNIZ, |67'-|i
REALLY? S0UNDS v DERNATHVE.

TVE INVENTED IVE INENTED | [ o me BIT... J

fr

Kuva 3.2: YEEEEEAAAAAAHHHHHH!
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3.4 Integroimismenetelmia

Kuten todettu, integrointiin ei ole suoraviivaista menetelméd, joka toimisi
aina kaikissa tapauksissa. Ongelmaa voi aina kuitenkin ldhestyd kddnteises-
ti: jos keksimme mikd funktio on derivoitu, saamme mééritettyd integraa-
lifunktion. Yritteen kiyttaminen ei differentiaaliyhtéldiden parissa olekkaan
lainkaan tavatonta.

Palataan tarkastelemaan tilannetta, jossa tunnetaan nopeus ja halutaan
ratkaista kappaleen kulkema matka.

dx(t)
dt

Yksinkertaisimmassa tilanteessa kappaleen nopeus v on jokin vakio. T&lloin

=0

r'(t) = v = vakio

Derivoinnin kanssa hyvin toimeen tulevat henkilét aavistavatkin nopeasti
miten vakioderivaattaan paastddn. Voimme kokeilla yritteitd

z(t) = vakio — 2'(t) =0 ei kily
z(t)=t —2'(t)=1 lidhempini
z(t) =vt — 2'(t) =v napakymppi

Saatiin tuttu kaava matkalle, kun nopeus on vakio v. Kun nyt luulee olevan-
sa valmis, herdé seuraava kysymys. Onko olemassa muita funktioita, joiden
derivaatta on vakio? Kay ilmi, ettd niitd on itseasiassa ddrettomén monta.
Syy tdhan on onneksi verrattain yksinkertainen, silld vakiofunktion derivaat-
ta on nolla. Niinpa funktioon voi integroidessa lisdtd minké tahansa vakion,
ja sen derivaatta on edelleen sama. Y14 olevan ongelman yleiseksi ratkaisuksi
sanotaan lauseketta, jossa on integroimisvakio C' mukana

z(t) =vt+C (3.8)

Fysiikassa integroimisvakion rooli on merkittava, silld tyypillisesti vain
yksi integraalifunktio kuvaa todellista tilannetta. Integroimisvakio on tapana
méarittdd alkuehtojen tai reunaehtojen avulla. Esimerkiksi tarkasteltaessa
edellistd paikan lauseketta, tiedetddin ettd kappale oli ajan hetkelld ¢ = 0
paikassa xy. Talloin

r0)=zo=v-0+C = zy=C,
jolloin lopulliseksi paikan lausekkeeksi saadaan

x(t) = xo + vt, (3.9)
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missé kaikilla termeilld ja tekijoilld on fysikaalinen merkitys.
Matematiikan kursseilta tuttua integraalilaskennan merkintdtapaa kayt-
tden, alkuperdinen yhtild voidaan separoida ja laskea seuraavasti.
dx(t)
dt
dr = vdt

fo-f

+01—Ut+02

Integroimisvakiot tulevat periaatteessa molemmille puolille yhtdl6a, mutta ne
voidaan aina yhdistdd yhdeksi integroimisvakioksi, téssd tapauksessa: C' =
Cy — (' = xy, jolloin pédstadn yhtalon 3.9 mukaiseen lopputulokseen.

3.5 Integroimisnikseja

Integroimiseen ei ole varsinaisia yleisid menetelmid, mutta tavallisimpien
funktioiden integrointiin 16ytyy taulukoista nippérit kaavat. Niistd mai-
nittakoon muistutukseksi tavallisten polynomien ja potenssifunktioiden in-
tegroinnissa kaytetty kaava

1
/x”dx =——a""+C (3.10)
n+1

Yksittéisten alkeisfunktioiden integrointi kdy helposti kaavoilla, mutta yhdis-
tettyjen funktioiden ja tulo- tai osaméardamuotoisten funktioiden integrointi
vaatii usein erindisten niksien kiyttoda, mikili sekddn riittaa.

Yleensa integraalien laskeminen on sitd helpompaa, mitd yksinkertaisem-
piin lausekkeisiin integraalin saa purettua. Téssd muutama integraalin omi-
naisuus, jotka seuraavat pidasiassa integraalin lineaarisuudesta. Se tarkoit-
taa sitd, ettd summan termit voidaan integroida erikseen, ja vakiokertoimen
voi ottaa ulos integraalista.

/(f(:c) + g(x))dz = /f(w)dx+/g(x)d9c .
/kf(x)dx - k;/f(:z:)dx, 310

missd k£ € R. Eristimalld kertoimet ulos ja integroimalla termeittdin pais-
tadn usein jo tilanteeseen, jossa kaikki termit saadaan integroitua suoraan eri
kaavoja kidyttamalla. Ndin ei toki aina ole, ja sen vuoksi usein tarvitaankin
esimerkiksi seuraavia kikkoja.
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DIFFERENTIATION INTEGRATION
TRY APPLYING

TRY APPLYING

CHAIN POLER
RULE RULE

PRODUCT
RUERULE

INTEGRATION
BY PARTS SUBSTITUTION

WHAT THE HECK 15 A
BESSEL FUNCTION??

Kuva 3.3: Derivoinnin ja integroinnin eroja.

3.5.1 Sijoitusintegraali

Sisafunktiollisten funktioiden integrointi onnistuu, mikili ulkofunktion ker-
toimena on sisdfunktion derivaatta. Matematiikan tunnilla olemme oppineet
kaavan

/S’(:p)u(s(x))dx =U(s(z))+C (3.12)

Kaava on aivan toimiva, mutta toinen tapa laskea sisdkkéiisten funktioiden
integraaleja on kiyttda sijoitusmenetelmia. Menetelméssd tehdddn muuttu-
jan vaihto, jonka ansiosta integroiminen helpottuu huomattavasti. Kiydaan
seuraavaksi menetelmé lipi esimerkin avulla, silli sen teoreettinen johto ei
ole tassd juuri hyodyksi.
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Lahdetaédn laskemaan integraalia

b/k2x—%3)%tv (3.13)

Tehdddn muuttujan vaihto merkitsemélla ¢ = 2x + 3. Ensimmaiseksi tulee
mieleen, ettd nythén integrointi on helppoa, silld sijoituksen jélkeen olisi hy-
vin helppoa laskea integraali [ t*dt. Aivan néin suoraviivaisesti emme voi
kuitenkaan edetd, silld integraalissa mukana olevat differentiaalit dz ja dt
eiviit muutu suoraan toisikseen, vaan nekin tadytyy vaihtaa. Differentiaalit
saadaan vaihdettua derivaatan avulla. Nyt huomaamme, ettd ¢:n derivaatta
x:n suhteen on

dt
de
mistd voimme ratkaista kertomalla puolittain dx:114, etta

2

Y

dt:2dx:>dx:%

Néin integraali muuttuu muotoon, jossa se on helppo laskea:

t? t3 (22 + 3)3

/(2$+3)2d:1:: Edt:——l—C’: +C

6 6

Samaan lopputulokseen paistain luonnollisesti myos avaamalla sulkeet ja in-
tegroimalla termeittdin, mutta tuloksena on useimmiten hyvin erindkdinen
lauseke. Fri menetelmét johtavatkin usein yhtapitavaan, mutta hieman eriné-
koiseen lopputulokseen. Sijoitusintegroinnin prosessi etenee siis kutakuinkin
seuraavasti:

1. Paittele muuttujan vaihto. Useimmiten sopiva muuttuja on lausekkees-
sa esiintyva selked sisdfunktio.

2. Ratkaise differentiaali uuden muuttujan derivaatasta alkuperdisen suh-
teen.

3. Sijoita integraaliin uusi muuttuja ja differentiaali ja laske.
4. Sijoita alkuperdinen muuttuja takaisin lausekkeeseen.

Sopivan muuttujan vaihdon keksiminen ei suinkaan ole aina aivan ilmi-
selvidd, minkd vuoksi sujuva integrointi vaatiikin hyvin pitkéllistd harjoitte-
lua! Sijoitusintegrointi ei myoskiddn sovellu aivan kaikkiin tilanteisiin, mutta
usein sopiva sijoitus antaa mahdollisuuden monimutkaistenkin lausekkeiden
integroimiseen. Seuraava esimerkki toimikoon vield apuna.
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Esimerkki 10. Lasketaan integraali

x
d
/3$2+4 o

Tehdiin sijoitus ¢t = 322 4 4 ja lasketaan differentiaali:

@:6x:>dt:6xdx
dx

Talla kertaa differentiaaliin jéi vield muuttujaa mukaan. Ongelmasta paas-
tadn, kun etsitddn integroitavasta funktiosta sopiva lauseke. Havaitaan, ettd
xdxr = %. Néin integraali saadaan sijoitettavaan muotoon:

/xdm B dt_l dt
32244 ) 6t 6) t’

joka voidaan helposti laskea taulukkokirjasta 16ytyvan funktion i integraalin
avulla ja saadaan:
1 [fdt 1 In(322 + 4)

- [ —=-Int+C=

C
6 t 6 6 T

3.5.2 Osittaisintegrointi

Tulomuotoisten lausekkeiden integrointi voi onnistua kitevésti osittaisintegroin-
nin avulla. Osittaisintegrointi toimii, mikdli tulomuotoinen lauseke koostuu
osista, joista toinen derivoituu lopulta nollaan. Esimerkiksi jos lausekkeessa
muuttuja kertoo trigonometristd funktiota tai eksponenttifunktiota, osittai-
sintegroinnin kayttd onnistuu hyvin. Osittaisintegrointi voidaan johtaa tulon
derivaatan avulla, ja lopulta pdiddytiain kaavaan:

/ f(2)g (2)dr = f(x)g(z) - / f(@)g(a)dz (3.14)

Kaavan idea on siina, ettd vain toinen tulon tekijoistd taytyy integroida, ja
toiselle riittad derivointi. Jéljelle jaé edelleen integraali, mutta se saattaa olla
alkuperaistd helpompi laskea. Toisinaan voi olla, etté jaljelle jadvé integraali
taytyy osittaisintegroida uudelleen, mutta mikéli derivoitavan osan asteluku
laskee joka kierroksella, padttyy osittaisintegrointiketju lopulta. Osittaisin-
tegroidessa tulee olla tarkkana, miten termit valitsee. Esimerkki havainnol-
listakoon.
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Esimerkki 11. Lasketaan integraali

/ ze®dx

Integroitavaksi kannattaa yleensé valita "hankalampi” funktio, joten valitaan

g'(x) = e,

o(z) = /g’(x)dx: /ewdx _en,

Téamén tdméin jilkeen riittdd toisen termin derivointi, eli olkoon f(z) = x ja
f'(x) = 1. Nyt voimme sijoittaa termit paikalleen kaavan 3.14 mukaisesti

jolloin

/xe’”dm—xe‘”—/e“dx—xez—e‘rvLC’

a GUIDE ™
INTEGRATION BY PARTS:
GWEN A PROBLEM OF THE FORM:

fF(x}B(x}dx =?

CHOOSE VRRIABLES W AND v SIH THAT:

U= flx)
dv = g(x)dx

NOW THE ORIGINAL EXPRESSION BECOYIES:

Jﬂ;dv:?

WHICH DEFIMITELY LOOKS EASIER.
ANYWAY T GOTTA RUN.
BUT (00D LUCK!

Kuva 3.4: Osittaisintegrointi ei valttdméatta tee hullua hurskaammaksi.

Joskus osittaisintegrointi saattaa myos johtaa tilanteeseen, jossa alku-
perdinen integraali voidaan ratkaista syntyneestd yhtalostd. Télloin osittai-
sintegroinnin tuloksena jadva integraali on sama kuin alkuperdinen ja voi-



LUKU 3. FUNKTIOT, DERIVAATTA JA INTEGRAALI 47

daan siirtdd yhtdlon vasemmalle puolelle. Niin voidaan integroida esimer-
kiksi funktio f(x) = 2%, mutta jitetdidn se harjoitustehtiviksi!

3.6 Fysiikan sovelluksia

Kisitellddn seuraavaksi muutamia tilanteita, joissa integraalilaskentaa voi-
daan hyodyntéda fysiikan tilanteissa.

3.6.1 Tyo ja energia

Vakiovoiman kappaleeseen tekemé ty6 on mééritelty peruskursseilta tuttuun
tapaan voiman ja kappaleen siirtymén tulona

W = Fs. (3.15)

Tama méadritelmi on kuitenkin varsin karkea, silld ensimmaiseksi on huo-
mioitava, ettd ainoastaan voiman siirtymén suuntainen komponentti tekee
tyotd. Kaava 3.15 péatee siis ainoastaan kun voima ja siirtyméa ovat yhden-
suuntaisia. Maaritelmésta saadaan yleisempi kisitteleméalld voima ja siirtymé
vektoreina, jolloin tyé saadaan néiden vilisené pistetulona:

W=F-s. (3.16)
Usein tdmé on helppoa kirjoittaa skalaarimuodossa
W = Fscosa, (3.17)

missé o on voiman ja siirtymén vélinen kulma.

Toinen ongelma médritelméssd on, ettd se kattaa ainoastaan vakiovoi-
mat. Kun voima muuttuu matkan aikana, muuttuu my6s voiman tekema tyo.
Yleistddksemme tarkastelua, oletetaan ettd voima on jokin siirtymaén funk-
tio F' = F(s). Padsemme hyodyntaméén integraalilaskentaa, kun siirrymme
tarkastelemaan voiman tekemid tyota infinitesimaalisella valilla ds. Tamé
tarkoittaa sitd, ettd tarkastelemme niin lyhytta siirtyméaa, ettd voimme pitda
voimaa vakiona kyseisen siirtymén aikana. Talloin kuljettaessa infinitesimaa-
linen siirtymé ds tehd&din infinitesimaalinen tyo

dW = Fds. (3.18)

Kokonaistyon saamme nyt laskemalla kaikki infinitesimaaliset tyot yhteen,
eli integroimalla

W= /dW _ /08117(5)013. (3.19)
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Laskussa kiytdmme madrittyd integraalia, silla siirtymé alkaa nollasta, ja
padttyy johonkin arvoon sp, joka riippuu tilanteesta. Néin méaritdmme sa-
malla kiiyrdn F'(s) jille jadvéin pinta-alan.

Esimerkki 12. Lasketaan vanha tuttu vakiovoiman F' = 5N tekemi tyo,
kun kappale siirtyy 3 m.

3 3 3
W:/ FdSZ/ 5Nd3:5N/s:5N(3m—Orn):15J
0 0 0

3.6.2 Laajenevan kaasun tekema tyo

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi sylinterid, jonka manta voi liikkua
kitkattomasti. Kun sylinterissd oleva molekyyli torméia mantian, se aiheut-
taa voiman méntiin, ja tillaiset torméaykset aiheuttavat paineen sylinterin
sisdlle. Olkoon méannén pinta-ala A ja sylinterissa kaasua, joka aiheuttaa pai-
neen p. Kaasun méantdin aiheuttama voima on

F =pA. (3.20)
Kun manté liikkuu pienen matkan dz, voima tekee tyon
dW = Fdx = pAdzx. (3.21)
Sylinterin pinta-alan A ja matkan dx tulo antaa tilavuuden muutoksen,
Adx = dV (3.22)
joten ty0 voidaan esittdd muodossa
dW = pdV. (3.23)

Adrellisessd muutoksessa timi voidaan integroida ja kun kaasu laajenee
tilavuudesta V; tilavuuteen V5, tehty tyo on

Vo
W = pdV. (3.24)
i
Jotta ylldoleva integraali voidaan laskea, pitdd tietdd paineen riippuvuus ti-
lavuudesta. Téssd auttaa usein esimerkiksi ideaalikaasun tilanyhtalo.
Huomaa, ettd mikili lopputilavuus on pienempi kuin alkutilavuus, tulee
tyostd erimerkkinen! Taméa tarkoittaa sitd, ettd kaasuun tehdddn tyotd, eli
sitd puristetaan kasaan, jolloin sen sisdenergia kasvaa.
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p V

—>

Kuva 3.5: Tilavuuden muutos riippuu ménnin pinta-alasta ja liikkumasta
matkasta.



Luku 4

Differentiaaliyhtaloita

Olemme integrointia harjoitellessa periaatteessa ratkaisseet yksinkertaisia dif-
ferentiaaliyhtéloitd. Tutustutaan seuraavaksi muutamaan menetelméan, joil-
la tavallisia differentiaaliyhtéloitd ratkaistaan. Yksinkertaisen nikoéinenkin
differentiaaliyhtild saattaa olla yllattdvan hankala ratkaista, mutta tietyn
tyyppisiin yhtaloihin 10ytyy yleisid ratkaisumenetelmia. Tarkastelemme tassa
tavallisia differentiaaliyhtiléita (ODE, ordinary differential equation), jotka
sisaltavit vain derivaattoja yhden muuttujan suhteen.

4.1 Separoituvat yhtalot

Suoraviivaisinta differentiaaliyhtélon

) (11)

ratkaiseminen on, mikéli oikean puolen funktio voidaan kirjoittaa tulomuo-
dossa, jossa toinen tekija riippuu vain muuttujasta x ja toinen muuttujasta
y. Talloin siis p

— = g(@)p(y), (4.2)
ja sanotaan, ettd yhtalo on separoituva. Yhtilo voidaan ratkaista separoi-
malla, eli erottamalla muuttujat yhtialon eri puolille. Yhtald voidaan jakaa
puolittain funktiolla p(y) ja kertomalla puolittain differentiaalilla dz. Té&mén

jalkeen yht&loé on muodossa
dy
p(y)

miki voidaan integroida puolittain ja ratkaista riippumaton muuttuja y. Se-
paroiminen on suoraviivainen mentelma, mutta muuttujien erottaminen ei

= q(x)dx, (4.3)

20
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valttamattéd ole helppoa. Separoituvista yhtdloista 16ytyy tietoa myos kurs-
sin Derivaatta [I materiaalista.

Esimerkki 13. Ratkaistaan differentiaaliyhtalo

dy y—1
de  z+3

Yhtélo on jo valmiiksi tulomuodossa, joten voimme erottaa muuttujat:

dy  dx
y—1 x+3

Integroidaan yhtild seuraavaksi puolittain. Molempien puolien integraalista
tulee luonnollista logaritmia, eli

/ dy _/ dx
y—1 ) z+3

Injy—1]=lz+3|+C

Integroimisvakio on tdssd tapana yhdistdd yhdeksi, ja merkitd vain toiselle
puolelle. Korotetaan yhtilo puolittain kantaluvun e mukaiseen potenssiin.

61n|y—1| _ eln\a:-l-?)H-C
ly — 1] = |z — 3[e”

Koska C' on vakio, myds e“ on vakio, joten yksinkertaistetaan merkintsji

merkitsemilli e¢ = K ja saamme
ly — 1| = K|z + 3]

Itseisarvot voivat saada joko positiivisen tai negatiivisen arvon riippuen muut-
tujien arvoista, joten voimme merkité

y—1==+Kl|z+ 3]

Koska K voi olla miké tahansa reaaliluku, ei lausekkeen merkilld ole vilia, ja
voimme merkité tekijin £K jilleen symbolilla C' ja saamme ratkaisuksi

y=1+C(x+3).


http://www.fyma.eu/derivaatta/derivaatta.pdf
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4.1.1 Alkuarvoprobleemat

Fysiikan ongelmat ovat tyypillisesti alkuarvo-tyyppié. Differentiaaliyhtiloil-
14 on lahtokohtaisesti ddrettomén monta ratkaisufunktiota, silld ne sisilté-
vit jonkinlaisen integroimisvakion. Fysiikassa kdytdnnossd vain yksi naista
funktioista kuvaa tarkasteltavana olevaa tilannetta. Oikea funktio loydetain
hyodyntéamalla alkuarvoa. Matemaattisesti tdmé tarkoittaa jonkin tunnetun
pisteen hyodyntamistd. Tieddmme funktion arvon jollain tietylld muuttujan
arvolla, joten voimme muodostaa yhtdlon josta integroimisvakion saa rat-
kaistua.

Alkuarvo on usein paiteltivissa tilanteen perusteella. Tippuvan kappa-
leen paikka ja nopeus voivat esimerkiksi olla 14hdossé nollia tai radioaktiivi-
sen aineen aktiivisuus mitataan jollain tunnetulla ajan hetkelld. Sovelletaan
edelliseen esimerkkiin alkuehtoa y(—1) = 0. T&ll6in

y(-1)=14+C(-1+3)=0

20=-1
1
C’——a.

Niin sijoittamalla ratkaistu C:n arvo takaisin, saadaan yleisestd ratkaisusta
y =14 C(x + 3), alkuehdot tayttava yksittdisratkaisu y = —% — %x

4.2 Eksaktit yhtalot

Kaikki differentiaaliyhtdlot eivit suinkaan ole separoituvia. Toinen erikois-
tapaus, jossa ratkaisu saadaan algoritmisella prosessilla on eksakstit yhtdlot.
Talloin differentiaaliyhtilo

dy
on kirjoitettavissa muodossa
M (zy)dx + N(z,y)dy = 0. (4.4)
Esimerkiksi yhtalo
dy 322 —y
de -1

voidaan esittdd muodossa

(32% — y)dx + (1 — x)dy = 0.
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Tama ei vield tee yhtélostd eksaktia, mutta mikili on l6ydettédvissa jokin
funktio F'(z,y), jonka derivaatoille z:n ja y:n suhteen pitee

dF . adr

on yhtélon vasen puoli 4.4 funktion F' kokonaisdifferentiaali
dF = M(z,y)dx + N(z,y)dy. (4.6)

Téllaisen funktion keksiminen ei valttamatta ole kovin helppoa, ja se tuot-
taakin ratkaisun myos differentiaaliyhtdloon. Eksaktiuden voi onneksi testata
erillisella testilla.

Maaritelma 4.2.1. Eksaktiuden testaaminen
Differentiaaliyhtdlé M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 on eksakti jos ja vain jos

dM(z,y) _ dN(zy)

) 4.7
dy dx (47)

Eksakti yhtdlo voidaan ratkaista seuraavalla menettelylla:

1. Koska yhtilo on eksakti, on M (x,y) funktion F' derivaatta x:n suhteen.
Funktio F' on siis muotoa

Fleg) = / M)+ o) (48)

Eli yhtdlon ratkaisu aloitetaan integroimalla funktio M x:n suhteen.
Koska integrointi suoritetaan vain muuttujan x suhteen, integroimisva-
kio voi nyt riippua muuttujasta y, joten lausekkeeseen jéa tuntematon
y:n funktio g(y).

2. Koska F:114 on lauseke (yhtdlo 4.8), voidaan nyt hyddyntdad funktioa
N, silla tiedetddn ettd N on F:n derivaatta y:n suhteen. Derivoidaan
lauseke 4.8 ja ratkaistaan siitd ¢'(y).

3. Integroidaan ¢'(y) ja sijoitetaan se lausekkeeseen 4.8. Niin saadaan sel-
ville funktio F'(z,y), jonka kokonaisdifferentiaali alkuperdisen yht&lon
lauseke on.

4. Yhtalon implisiittinen ratkaisu on
F(zy) =C, (4.9)

missd C' on mielivaltainen vakio.




LUKU 4. DIFFERENTIAALIYHTALOITA 54

Implisiittinen ratkaisu tarkoittaa yhtdloa, jossa on yhé sekd muuttujaa x,
ettd muuttujaa y, mutta ei enéé derivaattoja. Implisiittisestd ratkaisusta saa-
daa eksplisiittinen ratkaisemalla muuttuja y muuttujan z suhteen tavallisia
yhtalon ratkaisumenetelmia hyodyntden. Eksplisiittisen ratkaisun saaminen
ei aina ole mahdollista analyyttisin keinoin, joten usein joudutaan tyytyméaan
ainoastaan implisiittiseen ratkaisuun.

Esimerkki 14. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo
(14 €y + ze®y)dx + (ze® + 2)dy = 0

Nyt M(z,y) =1+ ey + xze*y ja N(x,y) = xe® + 2. Tarkistetaan, ettd yht&lo
on eksakti:

— =e" Fze”
dy
dN vy et
— =e"+ e
dz

Koska derivaatat ovat samat, on kyseessa eksakti yhtélo. Etsitdan funktioa F
integroimalla M:

F(xy) = / 1+ €y + ze"ydr + g(y)

= ye* — yze® —ye® + 1+ g(y)
=yxe® +x+ g(y)

(4.10)

Derivoidaan saatu lauseke muuttujan y suhteen

dF
ay ~ eI

Derivaatta y:n suhteen on nyt funktio N(x,y) = ze® 4 2, joten voimme rat-
kaista ¢'(y):n.
xe® +4'(y) =we® +2 ¢ (y) =2

Tama on helppo integroida, joten saamme
9(y) =2y.
Niin ollen sijoittamalla ¢g(y) paikoilleen yhtdloon 4.10 saadaan

F(zy) = yxe® + x + 2y,
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mistd saamme implisiittisen ratkaisun
yre' +x 42y =C
Kyseisesta yhtalostd myos eksplisiittisen ratkaisun saa kohtalaisella vaivalla:

C—=x
et + 2

y:

Eksaktin yhtélo on periaatteessa symmetrinen muuttujien x ja y suhteen,
joten sen voi ratkaista myos integroimalla aluksi funktio N muuttujan y
suhteen, ja ratkaisemalla tuntematon funktio g(z). Joissain tapauksissa tdma
voi johtaa yksinkertaisempiin integraaleihin.
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