Matemaattisen fysiikan jouluspesiaali: Sarjakehitelmia

Funktioiden arvojen approksimointi potenssisarjojen avulla on usein katevaa. Fysiikassa
eritoten approksimointia pidetaén arvossa, ja se tekeekin monesta hankalasta ongelmasta
huomattavasti yksinkertaisemman. Erds paljon kaytetty menetelmé on approksimoida
funktio potenssisarjana, ja kayttda vain sarjan ensimmaisia termeja. Taylorin sarjat ovat
tapa esittda miké tahansa funktio potenssisarjan avulla.

Riittavan korkean asteluvun polynomilla voi approksimoida mita tahansa funktioa.
Funktion sarjakehitelmassa etsitaén polynomi, joka on mahdollisimman lahella annet-
tua funktioa. Brook Taylor esitti ensimmaéisend tavan esittdmiseen potenssisarjan avulla.
Hénen kaavansa on: o
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missé f tarkoittaa funktion f n:ttd derivaattaa. Sanotaan, etti sarja on kehitetty pis-
teen x = a ymparistossa. Useimmiten tarvitaan, ja tassakin jatkossa tarkastellaan enim-
mékseen nollan ymparistossé kehitettya Taylorin sarjaa, ja sita kutsutaan joskus erityisesti
Maclaurinin sarjaksi:
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Funktioiden approksimoinnissa voi kayttaa katkaistua sarjakehitelméa.
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Approksimaatio on sitd tarkempi, mita pienempi x on tai mitd suurempi n on. Yleisessé
muodossa tarkkuus on sitd parempi, mita lahempédna x on kohtaa a.



Kuva 1: Colin Maclaurin

Tehtavia:
1. Muodosta Maclaurinin polynomin nelja ensimmaista termié seuraaville funktioille:

(a) In(x +1)
(b) Vx+1
(c) (L+a)™!

2. Muodosta Maclaurinin polynomin nelja ensimmaista termié funktiolle e”. Kuinka
suuri suhteellinen virhe muodostamallasi polynomilla on kohdassa x = 2?7 Montako
termid potenssisarjaan pitdisi ottaa, ettd virhe on alle prosentin?

3. Muodosta Taylorin polynomin neljé ensimmaisté termia funktiolle e* kohdassa
x = 1. Kuinka suuri suhteellinen virhe muodostamallasi polynomilla on kohdassa
x = 27 Montako termié potenssisarjaan pitéisi ottaa, ettd virhe on alle prosentin?

4. Muodosta Taylorin polynomin nelja ensimmaisté termia funktiolle v/ + 1 kohdassa
x = 1. Kuinka suuri suhteellinen virhe muodostamallasi polynomilla on kohdassa
x =27

5. Nopeudella v liikkuvan kappaleen relativistinen kineettinen energia on muotoa
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missd mg on kappaleen lepomassa ja 3 = ¥ ja c valonnopeus. Osoita, ettd pienilld
nopeuksilla, eli kun v on huomattavasti pienempi kuin ¢, kineettinen energia saa
klassisen fysiikan muotonsa

1
Ey = §m1)2

Vinkki: Kehité funktio 1/4/1 — 5?2 sarjaksi ja katkaise se sopivasta kohdasta.
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