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Mekaniikan jatkokurssi

Tama materiaali on suunnattu lukion koulukohtaisen syventévin mekaniikan kurssin ma-
teriaaliksi. Kurssilla kerrataan lukion mekaniikan keskeisid asioita ja syvennetéién etenkin
heittoliikkeen ja pyoOrimisliikkeen asioita.

1 Suoraviivainen liike

Suoraviivaisessa liikkeessé kappaleen paikka muuttuu suunnan pysyessé kaiken aikaa sa-
mana. Suoraviivainen liike voidaan aina yksinkertaistaa yksiulotteiseksi.

1.1 Matka vai paikka?

Fysiikassa on tapana erotella matka ja paikka toisistaan. Kappaleen kulkema matka ei voi
koskaan olla negatiivinen, silli suunnan késite ei liity sithen. Matka on siis skalaarisuure.
Paikka sen sijaan on sidottu johonkin koordinaatistoon, minkd vuoksi se voi saada myos
negatiivisia arvoja, ja on myos vektorisuure.
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Kuva 1: Paikan muutos on ldhto ja loppupisteen vilinen etdisyys. Matka sen sijaan riippuu
reitista.

Matka sisdltdd siis kaiken kappaleen kulkeman matkan, eli tiedon reitistd, kun taas
paikan muutos sisdltdd tiedon ainoastaan siitd, mistd on lihdetty, ja mihin on paadyt-
ty. Esimerkiksi suljettua rataa kiertdvi formula-auto kulkee matkan, mutta sen paikan
muutos kilpailun alun ja lopun vililld on kiytidnnossd nolla. Yksiulotteisessa liikkeessé
paikkaa merkitddn yleensd koordinaatilla x ja paikan muutosta Az. Matkaa merkitdan
yllensa kirjaimella s.

1.2 Vauhti vai nopeus?

Vastaavasti kuten matka ja paikan muutos, liittyvat toisiinsa myos vauhti ja nopeus.
Nopeus on vektorisuure, joka siséltdé tiedon suunnasta. Samoin kuin paikan suhteen, on
rataa kiertdvian formula-auton keskinopeus nolla, silld sen suunta on vililla negatiivinen
ja vialilla positiivinen. Formula auton keskivauhti, eli nopeuden itseisarvo sen sijaan ei
suinkaan ole nolla, vaan kilpailun aikana todennékdisesti helposti yli 200 km /h.

Sekd nopeutta, ettd vauhtia merkitddn yleensé kirjaimella v, mutta suunta huomioi-
taessa on tapana kayttda vektorimerkintda v.



Nopeus kuvaa siis paikan muutosta ajassa. Se vastaa kysymykseen kuinka monta met-
rid kuljetaan sekunnin aikana tai kuinka monta kilometrié tunnin aikana. SI-jarjestelméssé
yksikkénd on nimenomaan m/s. Muita kiytossd olevia yksikoitd ovat mm. solmu, mach
(8&nen nopeuksia), tai vaikkapa mph (mailia tunnissa).

Kappaleen keskivauhti saadaan kun jaetaan sen kulkema matka matkaan kiytetylla
ajalla

S
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Vastaavasti kappalee keskinopeus saadaan paikan muutoksen avulla
AT
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1.3 Kiihtyvyys

Kiihtyvyys kuvaa nopeuden muutosta samaan tapaan kuin nopeus kuvaa paikan muutos-
ta. Arkieldmassa tyypillisesti tavatut kiihtyvyydet ovat varsin lyhytkestoisia, joten yleensa
vksikkond kilytetddn ainoastaan m/s?. Kiihtyvyyden saa siis laskettua nopeuden muutok-

sesta Ab
_ U

Kiihtyvyyttd harvemmin tarkastellaan skalaarisuureena, kuten matkaa ja vauhtia.

1.4 Liikkeen mallit

Useita liikkeitd voidaan kuvata kahdella varsin yksinkertaisella mallilla. Tasaisessa liik-
keessa kappaleen nopeus pysyy vakiona ja tasaisesti kiihtyvéssé liikkeessé kappaleen kiih-
tyvyys pysyy vakiona.

1.4.1 Tasainen liike

Tasaisessa liikkeessd kappaleen kiihtyvyys on nolla ja nopeus pysyy siten vakiona. Kappale
etenee jokaisena yhta pitkdna aikavalind yhtd pitkdn matkan. Kappaleen kulkema matka
ajan funktiona on t&lloin

s(t) = s + vt.

Matemaattisesti kyse on tietysti suoran yhtélostd, jonka fysikaalinen kulmakerroin on
nopeus v.

1.4.2 Tasaisesti kiihtyva liike

Tasaisesti kiihtyvassa liikkeessd kappaleen kiihtyvyys pysyy vakiona. Talloin kappaleen

kulkemaa matkaa kuvaa funktio

1
s(t) = so + vot + §at2,

missd sg ja vg ovat kappaleen matka ja nopeus ajan hetkelld ¢ = 0. Koska kiihtyvyys
poikkeaa nollasta, myds nopeus muuttuu ajan kuluessa. Nopeutta kuvaa nyt funktio

v(t) = vy + at.



Tasaisen kiihtyvyyden tapauksessa ongelmat ratkeavat yleensd joko toisella, tai molem-
milla yll4 mainituilla yht&l6illa. Varmin ratkaisu on muodostaa tilanteesta yhtilopari, ja
selvittda sen avulla tarpeelliset suureet.

s(t) = so + vot + zat®
v(t) = vy + at

2 Useampiulotteinen liike

Liike on harvoin téysin yksiulotteista. Kappaleen nopeusvektori osoittaa aina vain yhteen
suuntaan kerrallaan, mutta jos suunta muuttuu, joudumme pohtimaan miten ja mihin
piin kappale on menossa. Ongelma tulee vastaan jo hyvin arkipaivaisissa kohteissa, kuten
kappaleiden heittdmisessa.

2.1 Vektorin komponentit

Vektorisuureet voidaan jakaa komponentteihin. Useimmiten fysiikassa kiytetdan x- ja y-
komponentteja, mutta toisinaan tietysti, esimerkiksi kaltevalla tasolla, jonkin muun suun-
taiset komponentit saattavat tulla tarpeeseen. Kaikki vektorilaskennan keinot ovat luon-
nollisesti kiytossd myos fysikaalisissa vektoriessa, joten vektorin voi jakaa komponenttei-
hin joko niiden avulla, tai sitten kiiyttden systeemin geometriaa hyviksi.

Vektorien pituudet ovat fysiikassa usein kiinnostavia suureita, joten komponentteihin
jakokin tehd&ddn usein skalaarimuodossa ilman kantavektoreita. Talloin vektorin x ja y-
komponenttien pituudet saa systeemin geometriasta, kuten kuvassa 2.

v =vsin (o)

.‘-

v =vcos(a)

Kuva 2: Komponenttivektorien pituudet saa usein trigonometristen funktioiden avulla.

2.2 Heittoliike

Heittoliike on erés kaksiulotteisen liikkeen tapaus. Vapaassa heittoliikkeessa olevaan kap-
paleeseen vaikuttaa yleensid vain painovoima, joka osoittaa aina suoraan alaspdin. N&in
ollen jos kappaleella on vaakasuoraa alkunopeutta, sen nopeuden suunta muuttuu paino-
voiman vaikutuksesta. Koska painovoiman aiheuttama putoamiskiihtyvyys on vakio, paé-
tyy kappale paraabelin muotoiselle radalle, mikili ilmanvastus voidaan jattdd huomiotta.
Heittoliikkeen tarkastelu yksinkertaistuu, kun liikeen jakaa erikseen x- ja y-suuntaiseen
liikkkeeseen. Tall6in x-suuntaista liikettd voidaan tarkastella tasaisena liikkeend ja y-suuntaista



taisaisesti kiithtyvana liikkeend. Ongelman ratkaisua varten saadaan yhteensa nelji yhta-
164, kun nopeuden yhtdlot saadaan mukaan. Vaakasuunnassa

T = Tg + Vot
Uy = Vog

{y = yo + voyt — 1gt*

ja pystysuunnassa

Vy = Vgy — gt
Heittoliiketehtavissd on muutamia huomionarvoisia kohtia.

e Ratakiyrin huippukohdassa kappaleen pystysuuntainen nopeus on nolla.
e Palattuaan ldhtotasolle, kappaleen nopeuden suuruus on sama kuin lahténopeus.

e Jos kappaleen ldhtopaikan nollatason voi valita joko lahtékorkeudeksi, tai esimerkiksi
maanpintaan.

e Yhtdlot eividt ymmarrd missd kohtaa maanpinta sijaitsee, joten ne voivat antaa
vastaukseksi negatiivisia aikoja ja paikkoja. Laskijan omalla vastuulla on tunnistaa
oikeat vastausvaihtoehdot.

3 Nopeus, kiihtyvyys ja derivointi

Kappaleen paikka, nopeus ja kiihtyvyys liittyvét toisiinsa derivaatan kautta. Paikan funk-
tion muutosta kuvaa nopeuden funktio, eli kappaleen nopeus saadaan derivoimalla paikan
funktiota. Vastaavasti kiihtyvyys kuvaa nopeuden muutosta, joten se saadaan derivoimal-
la nopeuden lauseketta ajan suhteen ja néiin ollen derivoimalla paikan lauseketta kahdesti:

v(t) = 2/(t) (4)
a(t) = v'(t) = 2"(t) (5)

Néin voidaan tarkastella paikkaa ja nopeutta myos tilanteissa, joissa kiihtyvyys on
muuttuvaa.

Derivaatan avulla paastdan kisiksi myos hetkellisiin suureisiin. Mikéli tunnetaan pai-
kan lauseke, saadaan kappaleen nopeus tietylla hetkelld laskemalla paikkafunktion deri-
vaatan arvo kyseiselld hetkelld. Fysiikassa olemme usein tottuneet graafiseen derivointiin,
eli piirrimme paikkafunktiolle tangentin haluttuun kohtaan ja méiaritdmme tangentin kul-
makertoimen, mutta mikali paikan lauseke tunnetaan analyyttisesti, voidaan derivaatan
arvo laskea tietysti myos tarkasti.

Mikali liike on useampiulotteista, voidaan se jakaa komponentteihin kuten heittoliik-
keen kohdalla tehtiinkin. Vektoriarvoisten funktioiden derivointi ja integrointin tapahtuu
suor av11va1sest1 komponentelttam Mikali kappaleen paikkaa kuvaa aj jasta riippuva vektori
F(t) = rai + ryj + r,k, on kappaleen nopeusvektori o(t) = rli+ 1! yJ k.

Vastaavasti toiseen suuntaan kulkiessa olemme tottuneet 1ntegr01maan graafisesti esi-
merkiksi kithtyvyyden kuvaajaa, saadaksemme nopeuden lausekkeen, eli laskemme kiih-
tyyvyyden kuvaajan alle jadvin pinta-alan. Sama voidaan tehda analyyttisesti kiihtyvyy-
den lausekkeelle. Kappaleen aikavililld [to, 1] saavuttama nopeus saadaan kiihtyvyydesta
madrattynd integraalina

olty) = / Ca(t)dt (6)

to

5



Analyyttiselld integroinnilla voidaan kiihtyvyydestéd selvittdd nopeuden lauseke ajan
funktiona. Koska funktiolla on dfrettomén monta integraalifunktiota, tulee lisiksi valita
oikea. Integroimisvakio voidaan maérittaa jostain fysikaalisesta raeunaehdosta, esimerkik-
si tiedosta, mikd on kappaleen nopeus ajan hetkelld ¢ = 0.

Vastaavasti paikka kappaleen kulkema siirtymé aikavalilla [¢, ;| saadaan

2(t) = /tl o(t)dt

to

ja paikan funktio saadaan reunaehdon kanssa méaédritettya integraalilla

4 Newtonin lait

Newtonin lait, eli mekaniikan peruslait, muodostavat klassisen fysiikan vankan perustan.
Lait muodostivat vankan perustan koko fysiikalle aina 1900-luvun vaihteeseen asti, ja edel-
leen téna paivin ne selittdvat makroskooppisen maailman ja arkikokemuksen taydellisesti.
Newtonin lait ovat fysitkan ymmaértdmisen kannalta ensiarvoisen tarkeité.

Newton julkaisi lait vuonna 1687 prinsiipiassaan, eli kirjassaan Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, Luonnonfilosofian matemaattiset perusteet. Newton esittelee kir-
jassa kolme lakiaan sekid johtaa Keplerin lait niiden perusteella. Newtonin tunnetuimpiin
lainauksiin kuuluukin

Jos olen ndhnyt muita kauemmaksi, se johtuu vain siitd ettd seisoin jattildisten
harteilla.

Keplerin lait, jotka Johannes Kepler 16ysi kokeellisesti, olivat tdrkedssa osassa Newtonin
tyotd, samoin kuin Galileo Galilein saavutukset liikkeen tutkimuksen parissa.

4.1 Newtonin I eli jatkavuuden laki

Kappale jatkaa tasaista suoraviivaista liikettd vakionopeudella tai pysyy le-
vossa, jos siihen ei vaikuta ulkoisia voimia.

Jatkavuuden laki kertoo, ettd kappaleen liiketilan muuttamiseen tarvitaan aina voima.
Ulkoisten voimien puuttuessa kappale jatkaa matkaansa kuten siihen asti. Jos tarkkoja
ollaan, ei Newtonin I lain mukaista tilannetta ole olemassa, silld kaikkiin kappaleisiin vai-
kuttaa aina jokin voima gravitaation kantaman ollessa daretén. Laki kuvaa kuitenkin kap-
paleiden dynamiikkaa, eli liikeoppia hyvin perustavaa laatua olevalla tasolla. Usein lakia
sovelletaan myos tilanteissa, joissa kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien summa
on nolla, jolloin kappale jaktaa myo0s taisaista suoraviivaista liikettddn, mutta tdméa on
periaatteessa ennemminkin seurausta Newtonin II laista.



4.2 Newtonin II eli dynamiikan peruslaki

Kappaleeseen, jonka massa on m vaikuttava voima F saa siini aikaan kiihty-
vyyden a siten, ettd
F =ma.

Dynamiikan peruslaki kuvaa sité, miten kappaleet kokevat voiman vaikutuksen. Suu-
reen kappaleeseen kohdistuva voima saa aikaan pienemméin vaikutuksen, kuin pienem-
paan kappaleeseen kohdistuva. Kiihtyvyys on suoraan verrannollinen voiman suuruuteen,
ja kappaleen massa toimii verrannollisuuskertoimena. Koska voimat ja kiihtyvyydet ovat
vektorisuureita, saadaan kappaleen kiihtyvyys siihen vaikuttavien voimien vektorisumma-
na.

Laki voidaan kirjoittaa myos liitkemé&aran avulla

P2
dt

s = — . . @ o @ _
silla p = mw, jolloin 37 = m9; .

4.3 Newtonin III eli voiman ja vastavoiman laki

Jos kappale A vaikuttaa kappaleeseen B jollain voimalla, vaikuttaa kappa-
le B kappaleeseen A tasmaélleen yhtd suurella, mutta vastakkaissuuntaisella
voimalla.

Voiman ja vastavoiman laki kuvaa vuorovaikutusta. Vuorovaikutustapahtumassa, esimer-
kiksi Kuun kiertdessd Maata radallaan tai kirjan levitessa poydéan pailla, syntyy aina kaksi
voimaa. Vuorovaikutukseen tarvitaan siis aina kaksi kappaletta, ja ne kohdistavat toisiin-
sa voimat, joita sanotaan voimaksi ja vastavoimaksi. Esimerkiksi Maan vetdessa Kuuta
painovoimallaan puoleensa, vetdd Kuu Maata yhtd suurella, mutta vastakkaissuuntaisel-
la voimalla. Syy miksi, Kuu kiertdd Maata, eikd toisin pidin 16ytyy tietysti dynamiikan
peruslaista, silli Kuu kokee pienemmé&n massansa ansiosta huomattavasti suuremman
kiihtyvyyden kuin Maa.

Voima ja vastavoima kohdistuvat siis aina eri kappaleisiin. On tirkedé erottaa, se tilan-
teesta, jossa paikallaan olevaan kappaleeseen kohdistuu kaksi yhtd suurta mutta vastak-
kaissuuntaista voimaa. Esimerkiksi poydalla olevaan kirjaan kohdistuu Maan vetovoima
ja poydén tukivoima, jotka ovat vastakkaissuuntaisia ja yhtd suuria, mutta eivit voima ja
vastavoima. Maan vetovoiman vastavoima on voima, jolla kirja vetdd Maata puoleensa,
ja ndmé voimat syntyvit gravitaatiovuorovaikutuksessa. Vastaavasti poydéan tukivoiman
vastavoima on voima, jolla kirja painaa poydan pintaa. Nimé& voimat vuorostaan syntyvit
kosketusvuorovaikutuksesta.

5 Liikemiaran ja energian siilymislait

Liikemé&érén ja energian sailymislait ovat fysiikassa keskeisimpia lakeja. Universumin ko-
konaisenergia ja lilkemadra nayttavat siilyvin, eikd néihin ole havaittu poikkeuksia. Vii-
meisin vakavissaan esitetty poikkeus séilymislakeihin tuli Niels Bohrilta S-hajoamisen yh-
teydessa. Kun kyseinen séteily 16ydettiin, néytti ensin silti, ettéd siteilyn energiajakauma
ei kiy jarkeen energian sailymislain kanssa. Energiaa nédytti karkaavan johonkin. TAmé



johtui neutriinosta, joka on ([-hajoamisessa syntyvi toinen hiukkanen, jonka havaitsemi-
nen on hyvin hankalaa. Kun neutriino 10ydettiin, palautui tasapaino jilleen, eikd energian
ja litkem&aran siilymislakeja ole sittemmin kyseenalaistettu.

5.1 Liikemaara
Liikeméaaraksi kutsutaan kappaleen nopeuden ja massan tuloa.
p=mv (7)

Suure kuvaa siis kirjaimellisesti liikkeen méaarad. Litkemaara on vektorisuure, ja sen suuta
on tietysti nopeuden suuntaan, silli massa on skalaarisuure. Liikeméarin séilymislaki
tarkoittaa sitd, ettd lilkeméairin kokonaisméaéri siilyy. Se voi siirtyd kappaleelta toiselle,
muttei koskaan katoa.

Liikeméaaran sdilyminen ei valttamatta ndy arkielamaéssa, silld torméykset ovat harvoin
kimmoisia ja kappaleilla on tapana pysahtya. Talloin liikkeméara siirtyy tyypillisesti kap-
paleiden lampovirdhtelyksi. Esimerkiksi biljardipdydéan pallot térmaéilevét toisinsa, mutta
lopulta ne pysahtyvét. Niissa aluksi ollut liikkem&éird on siirtynyt vastusvoimien tekemén
tyon kautta poydan ja pallojen sisdiseksi varahtelyksi.

Useimmin liikemaaran sailymistd tarvitaan erilaisissa torméystilanteissa. Liikemaara
sailyy kaikissa tormayksissé, joten siilymislaki antaa tavan analysoida torméivien kap-
paleiden nopeuksia ennen ja jilkeen torméayksen.

5.2 Liike-energia

Liikkeeseen varastoituu energiaa. Liikkuvan kappaleen sisdltdmé energia riippuu liike-
madran lailla my0s massasta ja nopeudesta, mutta nopeus lisdd energiaa nopeammin.
Tarkemmin sanoen liikkuvan kappaleen kineettinen energia on

E) = Lt (8)
2

Tormaystilanteissa liikke-energia ei valttamatta saily, silla usein tormayksissad tapahtuu
erilaisia kappaleiden muodon muutoksia ja vastusvoimien tekem&d tyotd. Liike-energia
sdilyy kimmoisissa torméyksissi, joissa kappaleet eivit tartu toisiinsa, ja niiden muoto
ei muutu. Kimmottomissa torméayksissa osa kappaleiden liike-energiasta katoaa ja taysin
kimmottomissa tapauksissa kappaleet tarttuvat toisiinsa.

Energian sdilymislakia voi kiiyttaéd kuitenkin useissa tilanteissa, ja toisinaan sen avulla
voidaan tarkastella vastusvoimien tekemad tyotd. Mekaanisen energian sailymislaki kuu-
luukin

EY + EP = EY + EY + W, (9)

misséd alaindeksilld 1 viitataan vuorovaikutusta edeltivaan tilanteeseen ja 2 vuorovaiku-
tuksen jilkeiseen tilanteeseen. Kappalen mekaaninen energia koostuu siis liike-energiasta
ja potentiaalienergiasta, joten nédiden summan tulee siilyd. Potentiaalienergia on useim-
miten gravitaatiokentin potentiaalienergiaa

E, = mgh, (10)

mutta voi olla my6s esimerkiksi sihkokentan potentiaalienergiaa, tai vaikkapa jousen po-
tentiaalienergiaa

1
E, = 5]{:62. (11)



Kitkan, tai muiden vastusvoimien, tekema tyo W siirtda energiaa pois systeemistd, joten
sen vuoksi energia systeemin sisilla ei sdily. Ideaalisessa tilanteessa, tai kun vastusvoimia
voidaan pitdd havidvan pienind, energialajit vain muuttavat muotoaan.

5.3 Tormaykset

Kimmoisan torméyksen tapauksessa seka liike-energia, ettd lilkemaara siilyvat. Kimmot-
tomissa torméyksissa sdilyy ainaoastaan liikemaara. Liikemaara tarjoaa vektorisuureena
mahdollisuuden tarkastella tilannetta erikseen z- ja y-suunnassa. Liikem&ird siilyykin
siis komponenteittain, eli yhdesté siilymislaista voidaan kaksiulotteisessa tilanteessa saa-
da kuitenkin kaksi yhtaloa

{pxa = Dzl <12>

Pya = Dyl

Jos torméys on kimmoisa, saadaan tilanteeseen liike-energian sdilymisestd vield kolmas
yhtalo.

6 Impulssi

Usein fysiikassa tarkastellaan ideaalisia tilanteita ja tilanteita joissa katsotaan vain en-
nen ja jialkeen vuorovaikutuksen olevia tilanteita. Voimaa ei kuitenkaan voi useinkaan
pitdd vakiona, mikd aiheuttaa tarkempaa analyysid tehdessd haasteen. Voima aiheuttaa
kiihtyvyyden, mutta jos voima ei ole vakio, ei kiihtyvyyskddn ole. Usein ongelma kierre-
taan kayttamalla keskiméariista voimaa, mutta hetkellisen voiman kautta saadaan tarkka
kuvaus, kun otetaan kiyttoon suure nimeltd impulssi.

Impulssi on voiman aikavaikutus, tarkemmin sanottuna voiman integraali vaikutusajan
yli. Vakiovoiman tapauksessa impulssi yksinkertaistuu muotoon

I =FAt, (13)
mutta yleisemmin lasketaan siis
to
I= / Fdt (14)
t1

missé ¢; on voiman vaikutusajan alku- ja 5 loppuhetki.

Toisaalta koska Newtonin toisen lain mukaan F' = ma, ja a = %,
t2 dv t2 dﬁ D2
1= —dt = —dt = dp = py — p1 = Ap. 15
/tl mdt /t1 di /p1 pP=pDP2—D p ( )

Eli toinen tapa ajatella impulssia on miettia sité litkemadran muutoksena. Tdmé antaa
mahdollisuuden tarkastella voiman vaikutusta, vaikka voimaa ajan funktiona ei voitaisi-
kaan mitata erikseen.

Impulssia kiytidnnossda demonstroi esimerkiksi tdméa dynaaminen herrasmies: https://
www.youtube.com/watch?v=fdeH6Ksedwk. Teoreettisempi kuvaus suomeksi 16ytyy tasta:
https://www.youtube.com/watch?v=XYsDMsGSyXA.


https://www.youtube.com/watch?v=fdeH6Ksedwk
https://www.youtube.com/watch?v=fdeH6Ksedwk
https://www.youtube.com/watch?v=XYsDMsGSyXA

7 Pyoriminen

Kappaleen pyorimisen sanotaan olevan analogista kappaleen etenemisliikkeen kanssa. Se
tarkoittaa, ettd jokaiselle pyorimisliikkeen suureelle ja laille 16ytyy vastineensa etenemis-
liikkeesté, joten fysiikka on periaatteessa aivan samaa, suureet vain vaihtuvat. Oheisessa
taulukossa on listattu oleellisimmat etenemisliikkeen suureita vastaavat pyorimissuureet.

eteneminen pyoriminen
matka s kiertokulma ¢
nopeus v kulmanopeus w
kiihtyvyys a | kulmakiihtyvyys o
voima F’ momentti M
massa m hitausmomentti J
litkeméara p | pyoOrimismadra L
impulssi / | impulssimomentti

Taulukko 1: Etenemisliikkeen suureita vastaavat pyorimisliikkeen suureet.

Suureiden avulla my6s liikkeen lait ovat muunnettavissa suurimmaksi osaksi aivan
suoraan pyorimisliikkeeseen. Esimerkiksi tasaisen liikkeen ja tasaisesti kiihtyvén liikkeen
yvhtélot kddntyvit suoraan pyorimisversioiksi, eli

s=vt = p=uwl
1 1 16
3:30+Uot+§at2 = ¢:¢0+w0t+§at2 (16)

My6s Newtonin IT laki muuntuu pyorimismuotoon, kun voima korvataan momentilla,
massa hitausmomentilla ja kiihtyvyys kulmakiihtyvyydell.

F=ma = M=Ja (17)

Hitausmomentti on suure, joka kuvaa kappaleen kykyid vastustaa pyorimisen muu-
toksia. Mitd suurempi hitausmomentti on, sitd suurempi momentti tarvitaan kappaleen
kddntadmiseen. Sen yksikko on

[M] 1Nm 9

[J]—W—l—%—lkgm. (18)
Hitausmomentti riippuu kappaleen massan lisiksi myos siitd, kuinka kauas massa asettuu
pyorimisakselista. Esimerkiksi umpinaisen sylinterin hitausmomentti on pienempi kuin
rengasmaisen sylinterin, mikali niilli on sama massa. Renkaassa massa on keskimé#érin
kauempana keskiakselista kuin umpinaisessa sylinterissi. Erilaisten kappaleiden hitaus-

momentteja on listattu esimerkiksi MAOL-taulukoissa.
Pyorimisliikkeeseen varastoituu myds energiaa. Energia riippuu hitausmomentista seka

pyorimisnopeudesta, ja on analoginen etenemisliikkeen energiaan:
|
Er = §JW (19)

Vierivan kappaleen kokonaisliikenergia koostuukin siis seké etenemisliikkeen, etta pyo-
rimisliikkeen energiasta.

1 1
Ex=FE,+E, = §m'02 + §Jw2 (20)
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Alaindeksi tr viittaa translaatioon, eli etenemisliikkeeseen ja r rotaatioon, eli pyorimis-
liikkkeeseen.

My®6s litkeméaédran sailymislaki on voimassa pyorimisliikkeessa. Télldin puhutaan yleen-
si pyorimismddardn sdilymislaista. Pyorimisméara on pyorimisliikkeessé liikeméaarad vas-
taava suure. Sitd merkitddn tunnuksella L ja se méiaritellddn

L= Jw. (21)

Pyorimismadrad kutsutaan toisinaan myos kulmaliikemadriksi tai lilkemaaramomentiksi.
Pyorimismadran sdilymislain mukaan siis suljetussa systeemissé pyorimisméira siilyy, eli

Lalku = Llo
ppu

(22)

']alkuwalku = Jloppuwloppu

Jos kappaleen muoto muuttuu, muuttuu siis myos pyorimismaéri. Tama havaitaan esimer-
kiksi taitoluistelijan vetéessd itsensa suoraksi piruetin loppuvaiheessa. Télloin luistelijan
hitausmomentti pienenee ja pyorimisnopeus kasvaa.

7.1 Kiihtyvyys ympyraliikkeessa

Pyorivian kappaleen reunalla ja ympyriliikkeessé olevaan kappaleeseen kohdistuu niinsa-
nottu keskeisvoima tai keskipakovoima. Keskipakovoiman suhteen on tirkedd ymmaéartaa,
ettd keskipakovoima e: ole voima, joka johtuu ympyriliikkeestd, vaan voima, joka ai-
heuttaa sen! Esimerkiksi Kuun kiertdessia Maata keskipakovoimana toimii Maan Kuuhun
kohdistama painovoima. Ilman painovoimaa Kuu karkaisi radaltaan. Tamé johtuu siité,
ettd nopeuden muuttaminen vaatii kiithtyvyyden ja kiihtyvyys taas vaatii voiman. Koska
nopeus on vektorisuure, se muuttuu myés silloin, kun vain sen suunta muuttuu.
Ympyraradalla kappaleen kiihtyvyys on tapana jakaa liikkeen tangentin suuntaiseen,

ja sitd vastaan kohtisuoraan komponenttiin. Tangenttia vastaan kohtisuora komponentti
on nimeltdén normaalikiihtyvyys, ja sen suuruus riippuu kappaleen ratanopeudesta, seké
radan siteesta

U = (23)
Jotta kappale voi kulkea ratanopeudella v ympyréiradalla, jonka side on r, tulee sithen
Newtonin IT lain mukaan siis kohdistua voima

F=m>—. (24)

r

Normaalikiihtyvyys ei muuta kappaleen ratanopeutta lainkaan, silld sen suunta ei ole
radan suunta. Mikéli kappaleen ratanopeus muuttuu, sen saa aikaan tangenttikiihtyvyys.

7.2 Ympyri- ja pyorimisliikkeen yhteys

Pyorivian kappaleen ulkokehilld olevat osat ovat ympyréliikkeessi. Toisaalta esimerkiksi
Kuun kierrolle voidaan maarittda kulmanopeus, joka kertoo kuinka suuren kulman Kuu
kiertdd aikayksikossd. Kulmanopeus ja ratanopeus liittyvét toisiinsa radan sidteen avulla.
Mitd suurempi kulmanopeus, sitd nopeammin kappaleen tidytyy radallaan edetéd, mutta
mikili radan sidde on hyvin pieni, riittda pienempi eteneminenkin. Tarkemmin ottaen

v = wr, (25)
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eli kappaleen ratanopeus saadaan kertomalla kulmanopeus radan siteella.
Kiihtyvyydelle patee samoin, eli mitd suurempi kulmakiihtyvyys, sitd enemmén kap-
paleen ratanopeuskin muuttuu. Tangenttikiihtyvyys on siis

a; = ar. (26)
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